یام رز کی محر ی 


ود 2 لژ 
فت 


مک و + ده 
2۰ رد 


جهت بردار کرایان در نقطه 5 


سوت کم 
پیشگفتار هه هو کی یم ۲ 
۱ کلیات ومفاهيم اولیه 1 
۳ یهینه سازی غیر خطی یک متفیره بدون محدودیت ۱ 1 
بهینه سازی غیر خطی چندمتفیره بدون محدودیت ۱۹٩‏ 
۴ یهینه سازی غیر خطی با محدودد یت و ۱۳۱۰۱ 
۸۵ میحث دوگان در ط]-رابطه نقطه زینی لاگرانژین و بهینگی .۳۱8 
7 معرفی چند مسأله کلاسیک غیر خطی و چند روش خطی سازی ....... ٩۳۷‏ 
۷" کاریر ۵ ثرم افزار در یهینه ساژزی غیر خطی 9 
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مراجع ۵6 


۳ بهینه سازی غیر خطی 


۲-۱-۲-۱ فرم مساله برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت و رام ۱۱/۵ 

۲-۲-۱ تعریف جواب شدنی. انواع مینیمم. جواب بهینه و 
۲-۱ منحنی ها یا خم های هم ترازرتنا0اط0ع) وه و وتو وود وا ما وا مه او عم بیج 1 1 
۱-۲-۱ رسم منحنی‌های هم تراز تابع هدف با نرم افزار وه وا ی دم هه مه هه دم 

۴-۱ یاداوری تعریف گرادیان و هشیان ۱ 
۱-۴-۱ گرادیان ی ی ۲ 
اش خی ۱ گرادیان اه 1 

اع ۳ وشگی: ۲ خرادیان ی ۱ 

۲-۴-۱ هشیان ی ی یه ۱3 
۵-۱ مدلسازی مسائل غیر خطی که وه هه ره و خهه وم هه وی پر ه هه کمد هه ع وه کم مه هروه تو هو مه ۱۳۵ 
۱-۵-۱ گامهای مدلسازی و فرموله کردن مساله نو هه مکش هه اوه که دوه وس ۱۳ 
۲-۵-۱ منالهایی از مدلها و مسایل بهینه سازی غیر خطی ]لا ۳ 

۶-۱ حل ترسیمی مسائل غیر خطی دو متغیره اه تاه موه و واه وهی یاوه ده ده ول اه ۵ 
اف ی و مس که و سم میتی مه ی ی ۳۳ 


۲-۱ تعریف درون مجموعه 


۴-۷-۱ تعریف مجموعه باز ده وی وه وی نو وا ماو موی ای که وه یه موه امه 
۵-۷-۱ تعر یف مرز یک مجموعه مر و مهم ۶ 
۶-۷-۱ تعریف مجموعه کراندار یا محدود ومد امه وا وه اوه ۶ 


۱۱-۱ تست تحدب توابع چند متغیره : 


قضیه ۲-۱(برای تست تحدب) ۸ 
۱۱۱-۱ نحوه بررسی تحدب توابع چند متغیره به کمک مقادیر ویژه هشیان ۸ 
قضیه ۴-۱ (برای تحدب اکید) بر 


۲-۱۱-۱ تحدب تابع درجه دوم «کوادراتیک) هگ هب هدک موه دوه هنک جع ۸6۲ 
قضیه ۵-۱ تست تحدب توابع کوادراتیک ۸۱۲ 
۱۲-۱ انواع دیگر توابع محدب و وی و دی وی هو و و۳ ۸ 

۱-۱۲-۱ تعریف تابع محدب گونه (سودو کنوکس) رز 

۲-۱۲-۱ تعریف تابع اکیدا محدب گونه(سودو کنوکس اکید) ی ۸۸۱۷ 

۲-۱۲-۱ تعریف تابع شبه محدب(کوازی کنوکس) ی خی نیز 

۴-۱۲-۱ تعریف تابع شبه محدب(کوازی کنوکس ) قوی ( 

۵-۱۲-۱ تعریف تابع شبه محدب(کوازی کنوکس ) اکید یت مت ۹ 


قضیه ۶-۱ شرط مطلق بودن مینیمم ی و ٩۱۲‏ 
۱۲۳-۱تعریف تابع تک کوهانه 2( 


۱-۱۳۱ تعریف تابع تک کوهانه اکید 
۲-۱۳۱ تعریف تابع تک کوهانه قوی 


۵ بهینه سازی غیر خطی 


۱۴-۱ تعریف تابع نرم دی تک و مت کی بت ۳ ۹۱۳ 
۱۵-۱ تعریف تابع صعودی و تابع نزولی ار ی 3 2۱۳ 
۱۶-۱ روابط بین انواع تحدب ی مه یه ی 3 
قضیه ۷-۱ مربوط به رابطه انواع تحدب موه و مه هم خی هدام مره ون و مش هم هو در مود وج 2 ۹۵ 
۷-۱تعرنف انتقلال. و واستگی خطی تردارهاه طول بردار و تفریف نقظه منظم 3 
وافستکی واستقاول و یک محفوعه بردار ی م3 
۰۲۱۷۵۱ طول بزداز که 3 
۲-۱۷-۱ تعریف نقطه منظم( 66821127 اهامای در دم وم ۹ 
۱-۳-۱۷-۱ تعریف نقطه منظم در حالت ۱:در|لا با محدودیت فقط تساوی ٩۸:‏ 
۲-۳-۱۷-۱ تعریف نقطه منظم درحالت ۲: در 1۴لا با محدودیت نا مساوی 9 
۲-۲-۱۷-۱ تعریف نقطه منظم درحالت ۳: در 1۳لا با هر ۲محدودیت ٩۹‏ 

۱۸-۱ تعریف "جهت: کاهش . افزايش و نیوتنی مه مهو و3۱ 
۱۹-۱ یاد آوری بسط تیلور تابع ی کی یت شا 


۲-۱-۲ معیار کارائی روش‌های جستجوی خطی ۱- 
روشهای جستجوی فاقد استفاده ازمشتق برای تابع۱ متغیره بدون محدودیت ۱ 
۲-۲ روشهای جستجوی همزمان(56۵۲0 قبامعصه)لباط61) یب 1:19 

۱-۲-۲ جستجوی یکنواخت یک 1 

۱-۱-۲-۲ انتخاب تعداد نقاط و طول زیرفاصله ها(۵) و و و ۱۱ ۱۲ 
۲-۱-۲-۲ الگوربتم جستجوی ۳ نقطه-۳ نقطه ۱ 

۲-۱-۲-۲ اهمیت انتخاب صحیح تعداد نقاط و طول زیرفاصله ها(۵) ی ۱۲۷ 

تمرینات ۱۱ 
۲-۲جستجوی ترتیبی( 562701 لهتامع0۲ع6) هوق ام وید و 6م هوق مهو وین ۵2 ۳[ ۱۰1۳ 
۱-۲-۲جستجوی دو رسته‌ای ۹62708 100608۲05( قد ۱۱ 


۱-۱-۲-۲ خلاصه روش دو رسته‌ای ۱ 


۲-۱-۲-۲ تعیین تعداد تکرارا) و تعداد مشاهده(0 درجستجوی دو رسته‌ای ۱ 


۲-۱-۲-۲ معیار کارائی جستجوی دو رسته‌ای واه امه موم همع هه وم مهف وم ۳۶ 

تمرینات ها هم هعمج هه او مهو راومه امعم مد ومد اک وه ام ود اوه دوه موه مهو و و 1 
فسوی فیتاتهن 1۱ 
۱-۲-۲-۲ تاریخچه و که وی سک وکا وی دک ههام هنم موه و ۱۲ 

۲-۲-۲-۲ تعداد مشاهده مورد نیاز(۱) ۱ 

۲-۲-۲-۲ متد فیبوناتجی برای کمینه سازی توابع کوازی کنوکس اکیددر بازه بسته.... ... ۱۴۲ 
تمویتات 2 
۲ روش خستجوین ففنسیم طلوگی ۱ 
۱-۲-۲-۲ مقدمه مه ونوا و مه مها و م مهن ام همق مع اه اه وم موه هگ 6 ۱۵/22 

یه کریشیه روا تست الا هک ۳ 

۳۵۲ علامته روش تیم طلاک کی ی ۱ 

۷ کسیت کار ابر دقن نس ای ۱ 

۵-۲-۳-۲ تعیین تعداد تکرار ۱ 

۶-۲-۳-۲ برنامه متلب برای کمینه سازی تابع یک متفیره با تقسیم طلایی مه ۱۷۹ 


۲-۲-۲ نکاتی در مورد چند روش جستجوی یک متغیره 
روشهای بهینه‌سازی با جستجوی خطی به کمک مشتق برای توابع یک متغیره بی محدودیت ۱۷۴ 


۴-۲روش جستجوی دو نیم سازی((10 0319۳01 و و ی وه وت مور وه ۲ ۱۷ 
۱-۴-۲ محاسبه تعداد مشاهدات ( 0) و تعداد تکرار(ک لازم ۱۷ 
۲-۴-۲ خلاصه روش دو نیم سازی یرای کمینه سازی تابع سودوکنوکس و روم ۵ ۱۷ 

شفریش فر هتشگ رآیین 1 

گیب یدای ۱ 

۶-۲ روش نیوتن برای بهینه سازی توابع یک متغیره بدون محدودیت هد اج و هو ۱۸ 
اک بت روش یو نع ی کی ۱۳ 
۲ تخای رامین فقظه شروع کر رون توت یذ 

۷-۲ تقریب توابع با چند جمله‌ای جهت بهینه سازی ۱2۲ 

تمرینات روش نیوتن تا مخ ده ود مخ مخ خاک و و دم شمه مه دهع مهم موه وگ وی ۱۳۱۶۲ 


۱ بهینه سازی غیر خطی چند متغیره بدون محدودیت ۱ 


۲ شرایط بییگی ترابع ی ی ی ۳9 
۱-۱-۳ شرط لازم بهینگی مرتبه اول ( 


۱-۱-۲۳ نقطه ساکن تابع نرم: تعریف ی مج چیه وا مر و ما وخ که دج موه کوخ و ۶ 


۲ 
۳ 
۲ قرط این ماو اف رد 
۲-۱-۲۳ زير دترمینان های یک ماتریس: کب وه و و هه وتو ها ۲ 
دترمینان کلامین ماتریس اصلی پیشتاز يا امین مینور اصلی پیشتاز(م..پ) و( ۱۱ 

۳ -۲- شرط تحدب تابع براسا س ماینور های اصلی پیشتاز (ماپ ها) ۱ 
۳ 

۳ 

۲ 


۲-۳شرایط کافی 7 هینگي مرتبه دوم ۷۳ 
سه قضیه در مود ویژگی هشیان برای اکسترمم بودن يا نبودن یک نقطه ساکن ی ۱۳ 


۴-۳ شرط اکسترمم بودن یک نقطه برای توایع ۲ متغیره.ههههه :۰۰۰۰۰۰۰۰ ۲۱۱ 
۵-۲ روشهای بهینه سازی توابع غیر خطی چند متغیره بدون محدودیت و[ ۲ 
۱-۵-۳ معیار خاتمه روشهای یا الگوریتمهای بهینه سازی توابع چند متغیره ۱ 
۶-۳روشهای جستجوی بدون مشتق برای توابع غیر خطی چند متغیره بی محدودیت ۲۱ 
۱-۶-۳ الگوریتم مختصات دوره ای(0001۳01021065) 20116)) 
۱-۱-۶-۳ خلاصه الگوریتم روش مختصات دوره ای هه 


۲-۶-۳ روش هوک جیوز برای تابع چند متغیره بدون محدودیت هو موه ام جع امه ۳ ۲ 
۱-۲-۶-۳ خللاصه روش جستجوی خطی-لگویی هوک و جیوز م۵ ۵ ۲ ۲۲ 


۷-۲۳ روشهای جستجوبرای بهینه سازی غیرخطی 11 متغیره بی محدودیت با استفاده از مشتق ۲۲۷ 
۱-۷-۳ الگوریتم بیشترین کاهش( رم) وزده ج ماه هه وهای و تا ماه ماه هی هو ۲:۵ ۷۱۲ 
۱-۱-۷-۳ خلاصه الگوریتم بیشترین کاهش(«81) ق و دوم و دم 8و و بو نو توت 2 ۲۱ ۲ 


۲-۷-۲۳ روشهای گرادیان مزدوج که 
۱-۲-۷-۳ خلاصه الگوریتم گرادیان مزدوج فلچر-ریوز ی 


۲-۴شرطهای کاروش کان تاکر (1عل6) و ضرایب لاگراند وی ی امه وم مت ای ۱۲۵۶ 
۱-۲-۴ شرطهای لازم برای بهینه بودن یک نقطه در الا با محدودیت‌های تساوی .. ۲۵۱ 


شرط های لازم مرتبه اول و دوم مینیمم موضعی هروا هو وه و وت یو 
۲-۱-۲-۴ تعریف تابع لاگرانژرلاگرانژین) 

۲-۲-۴ شرطهای مرتبه ‏ >> برای بهینگی در مسائل با محدودیت از نوع نامساوی... ۲۶۵ 
استنتاج ۱-۲-۴ برای کافی بودن شرطهای 16167 و وت ۳ 
۲-۲-۲۴ توضیح مخفف های 5.1۳,۳۳)-جزای شروط 6 ... ۲۱۷۷ 

توضیح ۳۳(شدنی بودن مساله اولیه) و 


توضیح ۳ما(شدنی بودن دوآل) وه یبای ود هم جع 1 مو هام اه عنم هه ۲۷۱۷ 
توضیح 5)(کمک مکمل) و هه هه هه هو و2 ۱۲۱۷۱۹۰ 
۲-۲-۴شرطهای لازم مرتبه ۱ 616 برای سل با قیود نامساوی وهای نا منفی .... ۲۸۵ 
۴-۲-۴شرطهای لازم >>[ در مسائل سل با محدودیت نامساوی و تساوی .... 


فره تشرط کی بدا قطه میتییه 


شرایط کافی 16161 و3 دم یو ما ی و 
۵-۴ شرایط کافی اک برای حالتی که محدودیتها از نوع نامساوی اند یوم ۵ ۱۳:۹ 
۶-۲-۴ شرایط کافی لک برای حالتی که محدودیت ها تساوی هم دارند... ۳۱۷ 
کی بش ای کاف مرشته دوم ات1۳16 میا ۱۲۳۵ 
تمرینات شرطهای 1616 کی تک ۱۳ 
۳-۴ شرطهای فربتز جان(.[.۳) برای بهینگی مسائل برنامه ریزی غیرخطی ی( 
۱-۲-۴ شرطهای لازم فریتز جان برای بهینگی در مسائل بامحدودیت نامساوی 2 ۱ ۳۶ 
۷/۳ ی 
۴ شرایط لازم فریتز جان برای بهینگی مسایل با محدودیت تساوی و نامساوی مس ۳۱۰ 
قضیه ۸-۴ ی 
۴-۴روشهاو الگوریتم های حل مسایل چند متغیره غیر خطی محدودیت دار 2 ۱۳۰۱۱۷ 
تم سوم ی ی ۳۱ 
روشهای گرادیانی وهی ی مهب دی ی و 
۱-۴-۴ الگوریتم های حرکت در امتداد شدنی برای مساله های غیر خطی محدودیت دار ۲۱۶ 
قمریت هقی و و ۱۳۱ 
تفیگ باخ: استذاه نی هه ۱۳۱۱ 
۲-۱-۴-۴ اساس الگوریتمهای حرکت در امتداد شدنی ی ۲ 
۲-۴-۴ الگوریتم حرکت در امتداد شدنی فرانک ولف برای لا با محدودیت خطی .. ۳۲۲۰ 
رافته وان تشن ی ی 1۳ 
۲-۲-۴-۴ مراحل روش فرانک ولف برای مساله غیرخطی با محدودیت خطی 2 


ان تنم سک هی ی ۳ 


٩‏ بهینه سازی غیر خطی 


رطق که کی کب ی ۱ 

تمرینات روش حرکت در امتداد شدنی فرانک-ولف هی هه هو ۲۲ 
۲-۴-۴ متد زوتندیک برای لا با محدودیت خطی وتابع هدف مشتق پذیر هه هه ۱۲ 
۱-۲-۳-۴ خلاصه روش زوتند یک و رورم موه موی وه وک وی دم قوب ام میت ها ۳۳ 

تمرینات روش حرکت در امتداد شدنی زوتندیک ۱ 
۴-هصلاحیت محدودیتی(صلاحیت قیدی) | 
۱-۵-۴ تعریف صلاحیت محدودیتی مرتبه اول مالگاساریان و موروویتز ۱ 

۶-۴ الگوریتم های جریمه ای و مانعی(بازدارنده) ۱[ 
1-۶-۴ روشهای جریمه ای ی ی ی ی ۵ ۱۱۵ 
۱-۱-۶-۴ خلاصه روشهای جریمه ای اه مهو وه ای ایهم اه هه شوه 1۳۵۶ 

۲-۶-۴ روشهای مانعی یا بازدارنده ۱( 
۲۷-۲۶۴ خلاضه روش مانمی (تابع باز دارنده) هه هت ی 25 


۵ مبحث دوگان در برنامه ریزی غیر خطی - رابطه نقطه زینی تابع لاگرانژین با بهینگی ۲۶۳ 


هدف فصل ی ی ۱۳ 
۱-۵ مقدمه 1 
۲۵ تعریت اتمه و سوزيهم ی ۳ 
قضیه ۱-۵ اک ی ۱۳۶۶ 


۲-۵ دوگان( انویه) لاگرانژ 1 


قضایای دوال بط 
قضیه ۲-۵ (قضیه دوآلیتی ضعیف ) | 
قضیه ۵-۴ (قضیه دوآلیتی قوی) رم دش هس شیم شیف موز 
۴-۵ ارتباط نقطه زینی لاگرانژین و بهینگی ۱ 
۱-۴-۵ نقطه زینی تابع لاگرانتین هوجو موم و وی و وم وه امه وم وود موه ۳ ۱۳۸ 
قضیه ۵-۵ شرط زینی بودن نقطه برای تابع لاگرانژین وکاربرد نقطه زینی در بهینگی ... ۲۸۴ 
۱2۱۴۵ اهمیته تقطهه ریت کابع لاگرانایق (ا) اه کی ات 

قضیه ۶-۵ ۱ 
۵-۵ تقریب خطی برونی و درونی منحنی ها مان خخشن هه اج شمه ترا دروم هه ماه ماه ده وود هه م2 ۹۰ ۱۳ 
۶-۵ حل مساله دوگان ی ۱۳ 
وا ای مضه ی 1 


۱-۱-۶-۵ روش برش صفحه ای بازارا و همکاران برای حل مساله دوال لاگرانژ را 


۲-۱-۶-۵ خلاصة روش برش صفحه ای بازارا برای حل مساله دوال لاگراند وش ۳۶ 

تشریغات روش برشن صفحهة ای برای عل قوا ل ی هت ام ۳ ۲ ۱۳۲ 
ی یب ۴۲۱۷ 
هدف فصل ۱۳۲ 
۱۶ مقدمه و ما هرگ هو مت نو نی موه وس وی موه وت مخ اه وه من نگ و ۱۲ 
۲-۶ مسایل کوادراتیک یا درجه دوم (00۳۳) - 2 
۱-۲-۶ روش ولف(01]6 ۷۷)درحل مسائل برنامه‌ریزی کوادراتیک با محدودیت خطی ۳۸ 
تمرینات ی ی و کی ی و ۱۳۱ 
۲-۶مدل‌های تفکیک پذیر ۳۲۵۴۸۵۷۲1 ۲ 1ظه له ۲۴ ر .68.۴ ۵ ۳۱۳۹ 
۱-۳-۶ تفکیک پذیر کردن توابع ۱۳ 
۲-۳-۶ حل هسایل تفکیک تذیر( ۳ بی محنودیت: با قید فاصله روی متغیرها ۳۲ 
۲-۳۶ حل مسأله های تفکیک‌پذیر(۳٩)‏ محدودیت‌دار ۳۲۱ 
۱-۲-۲-۶ خطی سازی قطعه به قطعه برای تقریب یک مسأله غیر خطی5 ۳۳ 

سل مان نوف ز فیس وا و ۱۳۳۲ 

قرب نبا گرم اش سا کش یبا قرو میا ۱۳۵ 

۴-۶ مدل‌های برنامه‌ریزی کسری خطی ۱۲۱ 
تمرینات ی و و۵ ۱۳۵/۲ 
۵ خطی سازی عبارات غیرخطی ۷ 
۱-۵-۶ - خطی سازی عبارت حاصلضربی (1۷۵061 ۷۲۱101011620176) :................ ۴۶۰ 
۲-۵-۶ خطی سازی عبارت نمایی ([۷۲۵06 ۳00۳60121) ...۰۰ ۴۶۱ 
۲-۵-۶ خطی سازی مدل معکوس (۱۷۲۵061 66010۳0621) : هش مه اج ی ۲ 1۳۶۶ 
بع خی سای فقال ری خی ی 
۵-۵-۶ خطی سازی روابط دارای قدر مطلق ۱2 
۱-۵-۵-۶ خطی سازی مدلهای دارای قدر مطلق در تابع هدف: ۱ 

۲-۵-۵-۶ خطی سازی مدلهای دارای قدر مطلق در محدودیت 2 ۳۵ 

۶-۵-۶- خطی سازی روابط دارای توان دو: و( 
۷-۵-۶-خطی سازی مالهای دارای حاصلضر ب متفیرهای قضفیم 9 
۱-۷-۵-۶- ضرب دو متغیر صفر و یک (باینری) ما موی یی ۳۶۳۷ 

اد خفای. سازی ارت شام طاکنمم باعتی تم عی ی ۱ 
٩-۵-۶‏ -خطی سازی تقریبی جزء به جزء هه ۱۳/۰۵۵۵ 
۱۰-۵-۶-تقریب خطی توابع با بسط تیلور: ۱۲ 


۱2۱۰-۵-۶ تقریب خطی توابع یک متغیره: ۱( 


۲ بهینه سازی غیر خطی 


هدف فصل و ههام روم و ده هو وم مه مه و وهی مه اد موه میم هه ادبم متام ده وشن 
۱-۷ مقدمه و موه مخ من مدق هه عنم هدیاه ره وه ماوت نگ ورام اه مهم برع همه عت مه ما هه اه و انوم 
۲-۷ حل مساله های غیر خطی با نرم افزار لینگو هت 
۷ حل مشاه سای عس ی ین معوفیتونا تره. اقا ایتک ی 
۱-۱-۲-۷توضیح ]05 60660 و ۳۲166 12121 داده شده در جواب لینگو... 
نحل مساله های غی خطی مق دیت دار با لینگو ی یی مر 
۲-۷حل مساله های برنامه ریزی غیر خطی با نرم افزار متلب ی ریق 
۱-۲-۷ بهینه سازی مسایل غیرخطی بدون محدودیت با متلب ای میا ی ده دی یه 
۲-۲-۷ بهینه سازی مسایل غیرخطی با محدودیت با متلب هک کی کم 
۴-۷ حل مساله های غیر خطی با نرم افزار ,۷۲۵۳1 1[ 
۵-۷ حل مساله های غیر خطی با نرم افزار 0۸6 ی 
۶۷ _ پیرامون حل مسایل غیر خطی با الگوریتم های جستجوی ابتکاری و فرا ابتکاری _ 
تمرین او شا وک کم هی ری دی واه اهر ری همه وی نی دی مش ماه 


بسم الّه الرحمن الرحیم 


آنچه پیش رو دارید حاصل تدریس چند نیمسال یک درس بهینه سازی غیرخطی 
(أل) از کتب ۲ مقطع تحصیل مولف درداخل و خارج و کتابهای مختلف دیگر به 
یک گروه دانشجوی ارشد مهندسی است. که شاید انتشار آن بدون فایده نباشد. رویکرد 
نوشتار کاربردی همراه با استفاده از نرم افزار است. امید است گامی کوچک در آشنا 
کردن دانشجویان مهندسی با کاربرد این شاخه برنامه ریزی رباضی و مسایل و تعدادی 
الگوربتم حل آنها برداشته شده باشد. دانشحویان پس از اين آشنایی می توانند به 
کتاب‌های فراوان موجود مراجعه نمایند 
در برنامه ریزی ریاضی یک تابع در حضور یا عدم حضور تعدادی محدودیت کمینه 
یا بیشینه می گردد. حال خاصی از آن. برنامه ریزی خطی(.) است و کاربرد زیادی 
در زمینه‌های مختلف دارد شامل مدلی ریاضیاتی است که تمام توابع آن خطی باشند. 
اک لش هیال باعل برانس ری غر ی 0۱۲ مراجهیی که رامقای 
وجود دارد که بتوان برخی مدلهای غیرخطی را به مدلهای خطی تبدیل کرد و حل نمود 
اما ی شاک ختیاعر رای این نایم را ات ی ی بای نمی« لاترم با 
تکنیک‌های خاص خود باید حل شوند و مقادیر بهينة متغیرهای آن تعیین گردد. 
تکنیکهای برنامه ریزی غیر خطی. که در زمینه های مختلف(مهندسی هوا فضا,ء 
مهندسی برق. مهندسی صنایع. مهندسی سازه. مهندسی شیمی. چشم پزشکی" 
مدیریت. بازرگانی. فیزیک...) کاربرد دارد. عموماً الگوریتمی بوده و طی چندین تکرار به 
حل مدل می‌پردازد. 
توشتار حاضر عموسل کرد جف مواقم یش شون بارون سل تست 
به چندین الگوریتم کلاسیک حل مسائل برنامه ریزی غیر خطی بامحدودیت و بدون 


محدودیت می پردازد. تقسیم بندی فصل ها چنین است. 


به عنوان نمونه مراجعه شود به عامری و دیگران(۱۳۹۵) 


۳ بهینه سازی غیر خطی 


در فصل ۱ 

به کلیات و مفاهیم مقدماتی(تعریف برنامه ریزی غیر خطی و حل ترسیمی, تعریف 

منحنی های هم تراز. گرادیان» هشیان. انواع تحدب... ) پرداخته می شود. 

فصل ۲ 

که بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت نام گرفته چند الگوریتم کمینه 

سازی یا بیشینه سازی یک تابع تک متغیره غیرخطی بدون حضور هیچ محدودیت را 

وصیج می /383: 

فصل ۳ 

ضمن ارائه چند تعریف(نقطه ساکن, نقطه زینی. و..) و چند قضیه پیرآمون توابع چند 

متغیره. به الگوریتم مختصات دوره ای ( 00010182165 6۷۵116 ) و الگوریتم جستجو 

هوک+جیوز در بهینه سازی مسایل غیر خطی چند متغیره بی محدودیت می پردازد. 

درفصل ۴ 

به مدلهای برنامه‌ریزی غیرخطی با محدودیت پرداخته شده. شرطهای کاروش کان تاکر 

و شرطهای فریتز جان برای بهینگی مدلهای غیر خطی تشریح و دو الگوریتم امتداد 

شدنی برای حل مسائل لا با محدودیت» توضیح داده می شود. 

در فصل ۵ 

مبحث دوگان مسایل غیر خطی مورد بحث قرار گرفته واستفاده از نقطه زینی تابع 

لاگرانژین در موضوع بهینگی را شرح می دهد . بدست آوردن جواب مساله دول یک 
الا هم دراین فصل آمده است. 

فصل ۶ 

به مسایل "سل کوادراتیک و روش ولف برای حل برخی از آنهاء مدل‌های تفکیک پذیر 

و نیز تفکیک پذیر کردن عبارات . تقریب خطی برای یک نوع مسأله تفکیک پذیر و حل 

مساله خطی حاصله پرداخته و نیز چند تکنیک را برای خطی کردن عبارات غیر خطی 

تویمرمی ده8: 

فصل ۷ 

اجمالاً به کاربرد نرم افزار در برنامه ریزی غیر خطی می‌پردازد. 


۱ 


در ختمن لازم می‌داند ازآقای دکتر تراین که تبالها قبل کر دانشگاه صنعتی. شریف 
تدریس این درس را به عهده داشتند ونیز دکتر شومان و دکتر مزومدر در دانشگاه 
پیتسیورگ یاد نماید وهمچنین از دانشجویان عزیزی که که برخی اشکالات را تذکر 
دادند به ویژه خانم مهندس نسرین عامری و آقای مهندس حجت اسدی و نیز خانمها 
مهندس پریسا شجاعی» مهندس بتول علیزاده و مهندس آرزو عظیمی تشکر نماید. البته 
اذعان می‌نمایدکه اين نوشتار نیاز به بازنگری و ویرایش بیشتر دارد ولی شاید دراین حد 
هم بتواند در آشنا کردن با کاربرد برنامه ریزی خطی نقشی داشته باشد. در پایان چند 
لینک مرتبط که امکان استفاده دارد ذیلاً معرفی می گردد. 
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گروه شبیه سازی و کنترل صنعتی شریف 


حمید بازرگان 


بخش مهندسی صنایع دانشکده فنی دانشگاه شهید باهنر کرمان تیر ۱۴۰۱ 
0۱1 02221227۱0 


۵ بهینه سازی غیر خطی 


مم 


كت 


مم 


وا سس سیم 
اولچه 


هر کس هندسه نمی داند وارد نشود 
(کتببه سردر آکادمی افلاطون ) 
< مصو فصو توتمجطمعع ۵۶ امهعمصع1 موم و 


( 26206 و "نها 26 ممتاموتععوصا توونز) 


۶ فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


کلیات ومناهیم اولیه 


هدف فصل 

در این فصل به تعریف برنامه ریزی غیر خطی و انواع آن » تعریف منحنی های هم 
ترازه گرادیان. هشیان. حل ترسیمی مسایل غیر خطی دو متغیره. تعریف تابع نرم و انواع 
توابع محدب پرداخته شده و اصطلاحاتی چون برنامه ریزی محدب و جستجوی خطی 
و ناحیه اعتماد تعریف می شود. 


۱-۱مقدمه 

بهینه سازی یا برنامه‌ریزی غیر خطی" در حضور محدودیت عبارت است از یک 
تکنیک ریاضی جهت تخصیص منابع محدود موجود به بهترین صورت ممکن در حالی 
که حداقل یک تابع در مدل ریاضی مربوطه غیرخطی باشد. 

این برنامه ریزی شاخه ای از مبحث موسوم به تحقیق در عملیات است. اصطلاح 
تحقیق در عملیات ظاهراً از فعالیت‌ها وراه‌حل‌هایی ناشی می‌شود که گروهی از 


۱ 


کلمه برنامه ریزی معادل ۳۲02121010172 است که در اینجا به معنای بهینه سازی است 


۷ بهینه سازی غیر خطی 


دانشمندان انگلیسی در جنگ جهانی دوم در مسائل جنگی انجام داده بودند تا موّثرترین 
روش استفاده از منابع محدود نظامی را بيابند. بعبارت دیگر اینها به تحقیق در عملیات 
نظامی جهت بهینه کردن استفاده از آنها پرداخته بودند. این رشته تصمیم‌گیری از آغاز 
بعنوان رشته‌ای شناخته شده است که اطلاعات علمی را به منظور تعیین بهترین نحوه 
استفاده از منابع محدود بکار می‌گیرد. 

پس از مسائل جنگی موسسات تجاری و صنعتی در صدد استفاده از روش‌های 

اکنون این فعالیت‌ها از کاربردهای تجاری و نظامی و صنعتی فراتر رفته و در بسیاری 
از رشته‌ها مورد استفاده قرار می‌گیرد. 

تقسیم‌بندی مدلهای ریاضی تحقیق در عملیات 

همانطور که می دانید در تحقیق در عملیات از مدل برای برنامه‌ریزی هرچه بهتر 
حمل‌ونقل.... موجود يا مربوط به آینده استفاده ميشود. مدل‌های برنامه‌ریزی(بهینه 
سازی) از نظر تقسیم‌بندی ریاضی به چند دسته تقسیم می‌شوند از جمله: 

۱- برنامه‌ریزی خطی 

۲- برنامه‌ریزی با اعداد صحیح 

۳- برنامه‌ریزی پویا 

۴- برنامه ریزی غیرخطی 

۵برنامه ریزی آرمانی 


۲-۱ تعریف مساله برنامه ریزی غیرخطی 

برنامه ریزی غیرخطی به بهینه سازی یک تابع هدف در حضور محدودیت های 
بصورت تساوی و نامساوی می‌پردازد اگر تمام توابع خطی باشند ما با یک برنامه ریزی 
خطی (.1.۳) مواجهیم. در غیراینصورت مساله برنامه ریزی غیرخطی (۲,۳۲) خوانده 
می‌شود ارائه الگوربتم‌های کارآمدو نرم‌افزارهای قوی. وجود کامپیوترهای پرسرعت و 


عصتصصصهتو ۳۳0 تحممن آ-ومز۳ ۱ 


۷ فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


مدیران و کارآمد. برنامه ریزی خطی را یک ابزار مهم حل مسائل در زمینه‌های مختلف 
ساخته است؛ اما پسباری از مباتل را فز خقیای واقمن تمی‌تران با یک قریب زده 
حل کرد زیرا تابع هدف و محدودیت‌ها خطی نمی‌باشد در زمینه ۳ هم پیشرفت‌های 
سریعی در نیم قرن اخیر وجود داشته است( بازاراو همکاران؛۲۰۰۶ ص01. 


۱-۲-۱ تقسیم بندی مسایل غیر خطی 
یک تقسیم بندی مسئله های برنامه ریزی غیر خطی چنین می‌باشد: 
مسئله برنامه ریزی غیر خطی بدون محدودیت و با محدودیت . 


۱-۱-۲-۱ فرم مساله برنامه ریزی غیر خطی فاقد محدودیت 
در مدل ریاضی مستئله های برنامه ریزی غیر خطی نوع اول فقط با یک تابع 


ریاضی غیر خطی بدون هیچ گونه محدودیت برای بهینه سازی روبرو می باشیم: 
00 7-۶ ۱۷ 0۰ من 


( زير مجموعه۳) 26 ,رکا ی 
تابع جبری( لگاربتمی مثلناتی» نمائی...)می باشد تعریف شده روی "3 است؛ 
۶ مجموعه اعداد حقیقی است. 
اما ازآنجا که در اغلب مسائل کاربردی در دنیای واقعی . محدودیت‌هایی در زمینه 
هایی مثل منابع و عملکرد سیستم وجود دارد. در مدل ریاضی مسئله های نوع دوم 
معادلاتی که معرف محدودیت ها است به صورت تساوی يا نامساوی وجود دارد. 
محدودیت‌ها, ناحیه قابل قبول طراحی را معین می‌کنند. 


۲-۱-۲-۱ فرم مساله برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت 
فرم مساله غیرخطی با محدودیت را می توان مطابق زیر در نظرگرفت: 
7-100 ۱۲:0 
5 
.1۱,۲ 5(>۰)ع 
ویو 1 2۷ )بط 


( زیر مجموعه") 2۸۶ > 3 


1۹ بهینه سازی غیر خطی 


که در آنْ و سیم و لو.. وب توابعی‌جبری( لگاریتمی مثلناتی. نماتی...) می باشند 
و روی 4 تعریف شده اند 4 مجموعه اعداد حقیقی است). 
بردار ‏ شامل 1 عنصر م5:...6 می‌باشد. 


2 زیر مجموعه ای از 1 مثلا بصورت 1 بازه جاک 5دک > رک مك 


مساله باید طوری حل شود که مقادیر ,۶...: طوری تعیین گردد که تابع هدف 
کمینه و در عین حال محدودیت‌ها ارضاء شود. 


۲-۲-۱ تعریف جواب شدنی» مینیمم موضعی »مینیمم مطلق» مینیمم مطلق اکید» جواب 

در مساله فوق هر بردار متل 626 که در محدودیت‌ها صدق کند جواب شدنی 
نامیده می‌شود. 

نقطه شدنی " مثل 22 ۳ را مینیمم مو ضعی می نامند اگر عدد مثبت ۵ وجود 
داشته باشد که نامساوی (0(<00] برای تمام 226/۱06 برقرار باشد(آوریل. 
۶ صص ۲۸-آوریل ۲۰۰۲ ص ۵۸) 

که کزاش 

یک عدد حقیقی کوچک بوده و 

(خایان لا همسایگی فقطه کانبت شام تمام قاط نک مجبوغه مغ ایشت:ا 
فاصلهة از ۰ به بیان ریاضی (>| 1-26 ]|۷۰ )ع (08) و( بازاو همکاران,۲۰-۶س ۴۵. 

1 مک و ناکت یدهم مق که هام که م2 9 


10۵< 10 برای ( 650 > تمام و6326 (ص۱۶۶ بازاراوهمکاران ,۲۰۰۶). 


" توجه کنیدکه در این کتاب منظور ازعلانم ک و 16 . میانگین نمونه یا ترانهاده بردار نیست بلکه یک نقطه از 
فضای 10 بعدی را می رساند. 


حصیاحصتصتمط 10621 )۲0و 


۳۰ فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


۸ 
(ج) 1 
۰ جر ,(ج) ] 


مینیمم موی 


۳ 
۱ 
۱ 
۱ 
سا 


شکل ۱-۱ مینیمم مطلق و مینیمم مو ضعی یک تابع 
ت ی 
جواب شدنی مثل برداربااك: که در نامساوی (0(2106] برای تمام 226 ۲ 
صدق کند (یعنی علاوه براینکه در محدودیت‌ها صدق کند ]را مینیمم کند) مینیمم 


مطلق (کلی)یاجواب بهینه‌مطلق یاجواب بهینه یا جواب نام دارد. 
اگر چند بردار خصوصیت اخیر را داشته باشد. مساله جواب چندگانه دارد. واضح 


تعریف جواب شدنی اکید! 


اگر محدودیت ها خطی وبه شکل ۰ < ۲, ۸۵ باشند برداری مثل ۲0 را که 
درمحدودیت ها صدق و تمام اجزای آن مثبت باشد جواب شدنی اکید نامند. 


یک مسئله می تواند بیشینه سازی باشد که در آن صورت فرم مسئله چنین است 
(1086 - 1۷1272 
.5 
1۱۲ ۰۱<()ع 
م1۲ ۰ (00ط 
( زیر مجموعه۳) 2 ۲ 


35 


۱ ٩01001 ماصلعجع1‎ 


۳ بهینه سازی غیر خطی 


فرم مسئله ۱1 چنین هم نوشته می شود: 
(رکی...ی) 21 (۷۵ 0۲ )۱۷۲18 
و1۱۲ 2<(۰ عکگ (ررطوه.یک)ر2 و 
لازم به ذکر است که در اين نوشتا, الگوریتم ها عموماً برای حالت کمینه سازی 
توضیح داده شده ولی برای حالت بيشینه سازی با اندک تعدیل ازجمله ضرب تابع هدف 
در یک منفی قابل استفاده است. 


۳-۱ منحنی ها با خم های هم تراز (عامادی) 

اگردر تابع (یگه..,)؟<.2 به 2 مقادیر مختلف دهیم و تابع ۳ رسم کنیم 
منحنی‌های حاصل (دایره‌هاء سهمی ها....) منحنی‌های هم ترازیا هم سود تابع با مقدار 
7 داده شده نامیده می‌شود که یک نمونه آن درشکل 2-۲-۱ دیده می شود. 


1 
شکل 2-۲-۱ نمونه منحنی‌های هم ترازیک تابع ۲متغیره درجه ۲ ( ص۷۹ کتاب ۲11۳0610120 ) 


یک منحنی هم‌تراز (60010057) تابع 7برای یک 2 مشخص. مکان هندسی نقاطی 
است که در 72-(16 صدق کنند. برای رسم کنتورهای یک تابع دومتغیره (21),,۶۲ 


۰ 5 ۰ ۱ 
تتامومت. میاله 190۷ 15001010 


۳ فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


به ,7 یک مقدار مشخص داده و به ازای ,های مختلف ۲۲ متناظر بدست می‌آید و آنگاه 
این نقاط را در دستگاه مختصات 2-۷ نشان داده و بهم وصل می‌کنیم تا کنتور مربوطه 
بدست آید. به عنوان مثال برای رسم منحنی‌های هم تراز ,8,۸۲:۱۲۲+۲۶۱-2-(00] آنرا 
برابر یک 72 خاص قرار داده و به ازای ۲های مختلف ,های متناظر را بدست می‌آوریم 
و سپس نقاط را دردستگاه مختصات رسم و بهم وصل می‌کنیم به عنوان نمونه نقاط 


زیر را برای :20۵۰ بدست.می آوریم: 


۰/۸ ۱ ۷/. ۱ ۶ ۰/۵ ۰/۴ ۰/۳ ۲ ۸ 1 
۷ ۴ | ۶۱۳۲ ۴ ا ۴ ۱۰۸ ۱۳۶۲ ۱۶ اد 


کر 

۸ ۰۷ ۰ ۵ا۰ ۰/۴ ۳ ۲ | بل 
۵ ۴۵۱ ۵۶ ۵۷۹ ۶۷۵ ۸۸ ۱۰۸۰ ۱۳۴۰ ۱ بل 
و ۱ ورهار کرو ندرب یه دوب ابیت 


10 12 14 


شکل 9-۲-۱ 2 منحن های هم تراز تابع 2٩,۲۱۷‏ 7 


۳۳ 


۱-۳-۱ رسم منحنی‌های هم تراز تابع هدف با نرم افزار 


برای آشنایی بادستورات رسم منحنی‌های هم تراز با ۸11۸8(چند مثال در 
زیرآورده شده است 
مثال۱-۱ مطلوبست رسم منحنی‌های هم تراز + -2. 
حل: دستورات زیر در محیط متلب با دادن مقادیری به 2 منحنی‌های هم تراز + لد 2 
را به صورت چند دایره در شکل ۱- ۲ -6 رسم می کند: 
ز(0۲۲)۰۲+۷۰۸۲ ور و( ۱۰:۰۰۱:۱۰۱-۱۱:۱۱:۱-)82110 ۱69 ع بزی] 


پایان ۹۹ 


حل 


دستورات زیر منحنی‌های هم تراز 0-2(۳+ 2-0-5۳ را به صورت شکل 4-۲-۱ 


رسم می کند 


:)۲:۹۲ ۲+۲)۷-۲(۰۸ ۰۸( )2( ۱:۱۱ ۱:۱۰,۰۰ )3۱698110 | زی] 


پایان ۹۹ 


شکل ۱- ۲ -6 منحنی‌های هم تراز + < 2 


مثال ۲-۱ مطلوبست رسم منحنی‌های هم تراز + 7-0-5 


بهینه سازی غیر خطی 


6000۱) 


۳۴ فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


شکل ۱- 4-۲ منحنی‌های هم تراز 2۳+ 7-5۳ 


مثال۳-۱ مطلوبست رسم منحنی‌های هم تراز [((0- *()](-)- 27 
ظ 
دستورات زیر در متلب منحنی‌های هم تراز [(()- 2(])0)< 7 را به صورت شکل 


6-۲-۱ رسم می کند 
,)۹۱00 ( ۰۲-6۷۰۸۲۴-۰۲ ())ر:( ۰-۱۰۰۱ ۱۰:۱-)۱69۳8110ظ | زیب] 


اک 


شکل ۱- 6-۲ منحنی‌های هم ترا ز 2+ مر2-< 2 


مثال۴-۱ 


مطلوبست رسم .7 منحنی‌های هم تراز ( + )ماه < 2 


۲۵ بهینه سازی غیر خطی 


حل 


دستورات زیر منحنی‌های هم تراز | ودب اصله ع 7 را به صورت شکل ۲-۱-] 


رسم می کند 
< 2( ,)0۵90۲10 ع [اب]ز :۱,۱ < ۱:,۱:۱:۷-  <‏ 
(۲(:5۲]0):۷,2 ۰۸ 91006:۲۵۰۷ 
1 
۲ 4 ۷ 
شکل ۱- 1-۲ منحنی‌های هم تراز | ود+ ]زو < 2 
پایان 5 


مثال ۵-۱ : مطلوبست رسم منحنی‌های هم تراز نمونه موسوم به حجم بیضیواری" 
حل: دستورات زیر منحنی‌های هم تراز یک حجم بیضیواری را به صورت شکل 
2-7-۱ رسم می کند 
بایان مثال (5۱110)*,۷,2:( ۰۲۰۲۰۱۰۱ 611105010۲۰۰[ ۷,2 :<] 


0زمعم‌تژاه ۱ 


۳۶ 


فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


1 


شکل ۱- ۲ -2 بت مزا هم ترازیک حجم بیضیواری(611109010) 


شکلهای ۱- ۲- 1,۲ مثالهای دیگر از منحنی‌های هم تراز را نشان می دهد. 


لونجممه ۲۹2-36 ۶۲ 


شکل ۱- 1-۲ منحنی‌های هم تراز یک زین ( ص ۷۹ کتاب ۳۱۴۴۱6۵۱012۷0 ) 


هه که 


و9 - و  -‏ (ولا ,)9 + 2 ع (ورا,.99 
شکل ۲-۱ -1 منحنی‌های هم تراز چندتابع ۲ متغیره 


۳۷ بهینه سازی غیر خطی 


۴-۱ یاداوری تعریف گرادیان و هشیان 


۱-۴-۱ کرادیان 
گرادیان یک تابع مثل (...,۲,,ب1),5-(2<1)6 تابع برداری زیر است: 
(.,2626) 0 
026 
۰۰۵ ,2 ,)0 
خس-- | -< 0۲004 < ۷ 
1 ۴[ < 1 
ازکاربردهای گرادیان درمحاسبه شیب و يا تغییرات تابع است. 
مثال ۶-۱ 
مطلوبست محاسبه گرادیان 2 + 7 < ()] در نقطه (۲ . ۰/۵ ۸-۱ 
حل 
رم )0 
02 
۳ + ۰.۵ ۶ ند 
ب+زبز ۴۵ < ۱ 1 < (۷7)۵ ۱ 2 ِ هگ هت | - 7۶ 
۱ و :)9۴ 
02 


حل با متلب نیز امکان پذیر است. دستور مربوطه (27201601 در محیط متلب دارای 


3۱/۲۱۵011 می باشد. پایان ر ۵ 


۱-1-۴-۱ ویژگی | گرادیان 

بردار گرادیان تابع چند متغیره (106 در نقطه ای داده شده مثل ۶ یعنی (۷/)26 
عمود است بر ابر صفحه مماس [در نقطه ] باسطح .27 (0] . 2 درا بنجا مقداری 
است ثابت و رک ۰ ... اک .2 2 

اثبات در مراجعی منل ص ۱ ۴۵ آورا(۲۰۱۱) آفاه اتب 9 شکل زیر این ویژگی ۳ 


برای تابع ۲ متعغیره و ۲ متغیره نشان می دهد. 


۳۸ فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


۲۳۸۱۲۹۱ ۸۵۴۵۵ 


ام ۳۸۱۱ 


۱33۱ 
۱ 


للنه ۱۳ 
۱ 


۱۷۵ 
۸۲۱-۸ 
سس 0۳ 1۷ 
۸1۲۱ 

00,00 


شکل ۳-۱ نمایش ویژگی ۱ گرادیان (اسمیت.۱۹۹۷ ص 6۶۹ 
راست)جهت گرادیان در تابع "آمتغیره چپ) جهت گرادیان در تابع متغیره 
۲-۱-۴-۱ ویژگی ۲ کرادیان 
اگر مقدارگرادیان؟ در نقطه ۶ صفر نباشد جهت گرادیان در آن نقطه نمایانگر 
به عبارت دیگر حرکت به میزان بسیار کم ازیک نقطه مثل 6 واقع بر تابع چند 
متغیره(؟] در جهت گرادیان درآن نقطه یعنی در جهت (7۶63۴ ۰ جهت بیشترین 
ِ 3)- 
افرايش تابع در آن نقطه است. دار بردار با طول واحد در خلاف جهت 
گرادیان در نقطه 6 بوده و جهت بیشترین کاهش تابع از این نقطه است که در آن 
|۱۷۶6 طول بردار ۷805 می‌باشد (اقتباس از قضیه ص ۲۸۵ بازارا و همکاران ۲۰۰۶) 
لم زیر هم بیانگر همین ویژکی است که در ص ۲ وینستون (۱۹۹۶) آمده است. 
لم(در مورد حرکت درجهت گرادیان ): 
فرض کنید در نقطه (,د,...:26)<کا قرار داریم و باندازه فاصله کوچک 8 در 


جهت بردار اه حرکت کنیم, آنگاه بیشترین مقدار افزایش در تایع ( و۲ ] وین 


۱ ۵ و 
کت مر 


۲۳۹ بهینه سازی غیر خطی 


(0] ۰۷ گرادیان تابع ( ,رو [- (یلزدر نقطه # نشان دهنده جهت 


۱ 
۱ ۱۳ 
پایان ۱ 8 


برای توجیه هندسی مطلب . فرض کنید در شکل زیر در نقطه ۸ باشیم؛ با توجه به 
اينکه هر منحنی همتراز " نماینده یک مقدار تابع است 


شکل ۴-۱ نمایش ترسیمی جهت گرایان به عنوان جهت بیشترین افزایش تابع 

به کمک منحنی های هم تراز برای تابع دو متغیره (+ نع( ۶ 
اگر از یک نقطه در جهت گرادیان, که عمود بر تابع در آن نقطه است, به اندازه 
مقدار کمی مثل ۵ حرکت کنیم مقدار جدید تابع مقدار 0 خواهد بودواگر در جهتی 
مثل ۸6 باندازه مقدار کوچک ۵ حرکت کنیم مقدار جدید تابع مقدار 06 خواهد بود. 


کدام بیشتر است 08 يا ۹06 جواب 08 


( یاد آوری می شود که قبلاً دیدید که منحنی های هم تراز با دستورات زیر در محیط متلب رسم شده اند 
)۱۵0۵۵0۱0( ۰۸۲ ۱۰۲۸۱۲۲)) 0و سره :)۵520 ح[ 6۲ ,۱] 


7 فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


اگر در 3 باشیم در خلاف جهت گرادیان تابع باندازه مقدار کوچک حرکت کنیم 
بیشترین کاهش را خواهیم داشت نسبت به حرکت در سایر جهات. 

اگر در جهت عمود بر گرادیان مقدار خیلی کمی حرکت کنیم تقریباً هیچگونه 
افزايش یا کاهش در تابع نداریم. 

قرشنخ قایان د کر البت: که برا کابع فو شیوگ برا نفد (۸) 2 ۲ (۸) 3 
جهت گرادیان در نقطه ۸ می باشدکه عمود بر خط مماس بر منحنی همتراز در ۸ 
1 کِ به ازای نقطه: خاص با طول ۳ ور وفرش 
< 1۲ مقداری را می دهد که برابر ضریب زاویه (شیب) خط مماس در آن نقطه 
برمنحنی همترازی (0۳1007) است که ازآن نقطه می گذرد. 


مثال۷-۱ 
گرادیان ۲2 + ۲ < (0] را بدست آورید. 
حل با متلب 
7۶ ۷ 6 51۷115 << 
وب اج 
([۶۶۷2] ۶۶) 022016۳۱1<ي << 
0 
3 
۹ 
2 
بایان منار آ 
مثال۸-۱ 


گرادیان. و۳ ۲2 4۲ ۳ (ه زر بابدست ورین این 
بردار در نقطه (۸2)۱,۰,۱ چیست؟ 
حل با متلب 


۳۱ بهینه سازی غیر خطی 


2 ۷ :2 5۱۷۳05 << 
ر ۶ *4- 3*22 2*۷2 + 2*4 << 


بجع ع ممت جه ((2 م۱۶۸۲ ,۶ دوع مهن << 


م0۵ 
۷ - 4*43 
2 - 87۴ 


6:2 
ودر نتیجه گرادیان در نقطه (۸)۱۰۰۱ چنین می شود: 


۴ 
0 - 75۸ با ۶6 +۴۳ +۲۳ - ۳5 بایان مار 

۶ 
مثال۱-٩‏ مفهوم و جهت گرادیان را در یک تابع تک متغیره را نشان دهید. 


:تابع یک متغیره ۲ ۱ الا فر نطررمی گیوی تابع در شکل زير رسم 


شده است 


«و- < (ود)۲۷ < )۲ ۷ ۲۲ -- ۱ < (06] 
گرادیان در نقطه ۲2۱ : 


آو- - (۱- )۸ ۷ 


دا ر اج رح 7۶0 _ 9 ۱ 
ِ اج |( ۲۶| حبردار واحد در جهت گرادیان 


۳۲ فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


مقدار تابع در این نقطه ۱- < (0] و گرادیان در این نقطه ۴ است پس اگر از 
نقطه 2۱ کمی در جهت گرادیان تابع در این نقطه (به سمت چپ محور اففی) حرکت 
کنیم مقدار تابع افزايش مییابد؛ مثلاً اگر به نقطه ۰.۹۵-* برویم مقدار تابع در این 
نقطه۰./۸- < (00]می شود که ۳۹ بیس بیشتر نتتده استت: 
گرادیان در نقطه ۰,۵- 2 چنین است : 


چب 


۱۷ ۶) < -..0( < 7 


سم ۳ ان 
<< 7 ت ۵ 717۶0۵ <بردار واحد در جهت گرادیان 


مقدار تابع در این نقطه‌۰.۵ < (00] و گرادیان در این نقطه ۲۶ است پس اگر از 
نقطه ۰,۵--* کمی در جهت گرادیان تابع در این نقطه (به سمت راست محور اففی) 
حرکت کنیم مقدار تابع افزايش مییابد؛ مثلاً اگر به نقطه ۰,۴۹--* برویم مقدار تابع 
در این نقطه ۰.۵۲ < (10 می شود که کمی بیشتر است.بایان :از *آ 
مثال ۱۰-۱ 

4 م ۳+ ۲ سس 7 ۲ 2 ۳ 
مطلوبست رسم منحنی های هم تراز تابع << 2 و نیز جهت گرادیان در نقطه 

(۰.۵- < ۷و ۰.۵ < )۸ 
حل 


کنتور ها چنین رسم می شود 
ب)نا م00 ۱۲۰۷۰۸۲ )حز ز(۱:۱۱۲۵ ۵-۱۱۲۵۰۰۰۲ ۱:۲۵:۰۰۱:۱:۲-)110عطوعحط ع[ ۷:] 


[-1<() < (۲:۸ (ر) -7۳ + ۳ < 7 


جهت گرادیان در نقطه داده شده که در سطح و کنتور ۵, 22-۰ قرار دارد در شکل 
نشان داده شده است و برطبق یک قضیه اگر از یک نقطه روی تابع مقدار بسیار کمی در 
جهت گرادیان حرکت کنیم این جهت بیشترین افزايش تابع است. پس اگر از این 
نقطه در جهت بردار نشان داده شده در شکل مقدار کمی حرکت کنیم به نقطه 
جدیدی روی کنتوری با مقدار بیشتر که برابر مقدار تابع در نقطه جدید است می رسیم. 


۳۳ بهینه سازی غیر خطی 


پایان ۹ 


۲-۴-۱ هشیان 

هشیان تابع (بد.0) ل که منسوب به ریاضیدان آلمانی هس(16556) می باشد 
یا تا و با ۲۷ نی واه ی وق امن هاتمی 
مشتنات وی هر ۲ نایم ریسا زمی ناشم. هیا ماتتیسن فخارن خی 3 


۱ 0) 01 
٩‏ تصر ۱ بر ر 02 رل 


00 0 0 07 .۰ 0 01 
22 3 5 
0 01 00 .۰ 0 01 
2 دا ۰9۵ .2 از ین 71 
۵ 0 0 0 00 01 
2 0 


۳۴ فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


علت تقارن در این ماتریس اینست که: 


0 6۵ 7 09 ۳ > 


> ز >۱ 1 
مثال ۱۱-۱ 
مطلوبست محاسبه هشیان تابع ۴2 - ۳۲ + (۲ + ۲ < 1 
حل 
(6:2) 0 
۳ 02 
۷ - ۳۲ 
,01 
۱ ربج ۲ 1 0 < ۷7 
۶7 و )2 
027 


(مررر ۵ (هرزرت ۵ (0,2 0۴ 
52 0*۶ 0:9 0 
زا 0 یا 0 ,)0 : 
5 9 5 < 9 9 ۷ 
۳ 2۵ ( ,رو ) ۷ < (2,<م) ل 
را ری ره 0 .یا 0۳ 
0 007 02 :02 


محاسبه هشیان با متلب 
۶ ۷ 2 5۷۳5 << 
0۶ 7 *2-42 2۸ *2*1+3 + 244 < ] << 


([۶۶۷2] ۶۶) طو 1و وه( << 


۳ 


بایان دار 


۳۵ بهینه سازی غیر خطی 


۵-۱ مدلسازی مسائل غیر خطی 

در این جا فرض بر این است که خواننده به اندازه کافی با مفهوم مدل و مدلسازی 
به ویزه مدلسازی ریاضی آشناست. بهر حال برای مرور این بحث می توان به منابعی 
نظیر فصل اول بازرگان(۱۳۹۵) قابل دانلود از اینترنت مراجعه کرد. . در بهینه سازی 
غیر خطی اولین گام تهیه یک مدل غیر خطی رباضی می باشد تا بهترین گزینه از 
میان گزینه های ممکن برای متغیرها انتخاب شود. 

همانند سایر مدل سازی ها در این جا نیز می خواهیم جهت افزایش بازدهی, منابع 
محدودمان را به یک سری فعالیت و متغیر از قبل تعریف شده تخصیص داده و اندازه 
بهینه مقادیر تخصیص داده شده را بیابیم تا تابعی (منل سود) بيشینه یا تابعی کمینه 
(مانند تابع هزینه تولید» وزن تلسکوپ پا خرپ... ) شود. 


۱-۵-۱ کامهای مدلسازی و فرموله کردن مساله 


لازم به ذکر است که مراحل مدلسازی و فرموله کردن یک مساله را می‌توان چنین 
خلاضه کرد(آرور۳ ۲۰۰ص ۱۵): 


گام ۱) شرح مساله گام ۲) جمع آوری اطلاعات 
گام ۳) مشخص کردن متغیرها گام۴) مشخص کردن تابع هدف (تابعی که 
باید بهینه شود) 


گام۵) مشخص کردن محدودیت ها. 
نات چند مثال مدل برنامه ریزی غیر خطی پرداخته می شود. 


۲-۵-۱ مثالهایی از مدلها و مسایل بهینه سازی غیر خطی( ۱(۲,۲) 
مثال ۱۲-۱ ص۶۴۰ وینستون .,۱9۹۴) 

در یک شرکت تولیدی هر واحد محصولی ۰ واحد پول هزینه برداشته و فروش آن 
تابعی معلوم مثل (260 از قیمت فروش( 0 ) است. اگر تابعم(0)] دردست باشد, قیمت 
فروش چه مقدار بایدباشد تا سود شرکت حداکثر گردد. 
حل مدل مساله چنین می شود 


۱۱۵۲2 -)0-(<۲۲۵( 
9. 


ّ_ فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 
اک تایه رم قتر خی پاش تاخافان غیه یی فا فد ربا تک را یک موی 
محدودیت روبروايم. پایان ۹ 

حالت چند متغیره مدل 1۲۳( بی محدودیت آنست که می خواهیم مقادیر بهینه 
چند متغیر را طوری تعیین کنیم که یک ویژگی که تابعی از این متغیرهاست ماکزیمم 


يا مینیمم گردد. پس وقتی یک رابطه ریاضی شامل چند متغیر مستقل ویک متغیر 
پاسخ در اختیار داریم و باداشتن داده به کمک روش حداقل مجذورات خطا «صا) 


پارامترهای این رابطه را برآورد می کنیم. با حل یک مساله غیر خطی بدون محدودیت 
روبروئیم. هم چنین است در هنگام براورد پارامترهای یک توزیع آماری با روش حداکثر 
درستنمایی ارآ]]۷. 

متال ۱۳ موم رس یوس وقااو ۷ ی ولستم :۰ 2۴ 
(تفم یا را یار خاریی ادلی طبر اوه ی رارسا زب رت 09 با از 
نشان می‌دهيم. حال می‌خواهيم 4 و 0 را طوری برآورد کنیم که مقادیر اندازه‌گیری شده 
واقعی و پیش‌بینی (,(, )هر چه بیشتر به یکدیگر نزدیک باشند به عبارت دیگر خطا 


رابطه قرار دهیم ‌# هر چه نزدیکتر به مقدار واقعی ( ز ()به‌دست آید يا مجموع مجذورات 
خطاها (۹517 )حداقل گردد. 


حل : 


۱ 4 ۳ 1 2 ‌ 5 
در روش حداقل مجذورات خطا ۸ و 9 طوری برآورد می‌شود که ( : -: 0 - فلل 
1- [ 


حداقل شود:. مدل چنین می شود: 


0-0 () << لرکگ ۸۸ 


[< 7 
مقادیر ار دید ها وا خاتینا کاش این اور انم وف وعل ‏ سل رف ی 


وتمحظ 0عتمنوک ۵۶ 6 ۱ 


۳۷ بهینه سازی غیر خطی 
مقال:۱ ۱۳ مشتریات یکت کارگاهمی توانتن شاه فرم کرفته وود -عاهه تفارش 
دهند. هزینه سفارش‌هر کدام که تابعی از میزان خریداری شده از محصول(6»۱۲ است 


به فرم زیر می باشد: 
هزینه خرید پودر خامه به میزان()2): ( 6 - )۱۵۰۰۰ 


هزینه خرید خامه فرم داده شده باندازه(ب21:: ( م۵ )۱۲۰۰۰۲۵۷ 
علاوبر هزینه های فوق از مشتری خواسته می‌شود به میزان (۳* ۸۵۰۰۰۵۳ هزینه 
دیگری بپردازد . 
مدل مساله را طوری بنویسید که اگر یک مشتری بخواهد ۲ محصول راسفارش دهد 
بطوری که کمترین هزینه خرید را داشته باشد آزهر محصول چه میزان سفارش دهد؟ 
حل: مدل مساله : 


1 (۲ ۵ ۱۲۰۰۰)۱+(۱ ۵ - ]22۱۵۰۰۰ 1۷۲18 
۰ ح< ۲ ر26 
صورت مدل درلینگو 


وچ( ۱-۲)ن0 ۸۵۰۱۱۵ ۰۱-۵0 ۰۰۱۰۱ ۱۲ج( و۵0 )۳ ره 9 حول 
٩‏ ۰ < ۱ 


پایان مثال ۵ 

مثال ۱۵-۱ (ص۲۱"آرور؛۲۰۱۱) 

شکل زیر یک مخزن کروی را نشان می دهد که عایق بندی شده و در ضمن با یک 
دستگاه تبرید خنک می‌شود. می خواهیم یک مدل غیرخطی نوشته شود تا ضخامت 
عایق را طوری تعیین نماید که هزینه کل طبق توضیحات و علایم زیر مینیمم شود. 


علایم: 
۸ 7 << سطح کره مععطاود ۵ 0۶ 2۳62 ممه]ناه ۳ 
ی ا او واحل طرتهای + ۲« نانوی لقصصمطا فطل ی 
ومت حرارتی به ازای واحد ضخامت : ت کلوین متر 
۳ صز وومصآمنط) نصنا تم 
۱ ,۷۷۵1۸ 67 تعاعصص-طز 1۵1۷ بر وات 
۱ س‌‌ 1 سای 6۲ ادمع طمتاقاناعصا فطل ۳ 
زینه عایقکاری به ازاء مکعت 
ش‌ هزب 7 ۱ تعامج مذماتاه 5۳ 
2 هزینه دستگاه تبرید به ازای هر وات ساعت ظرفیت عطا 0۶ ]دم معط ۲ ٩/۷۷‏ 
۳ اصمحصم‌تناوع مم)۵2ع ۲۵11 


از خانم مهندس خلیل یزدی دانش آموخته دانشکده فنی دانشگاه شهید باهنر کرمان 


۳۸ فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


علامت رخ معادل انگلیسی واحد 


۵۵۲ ۷2۱۲-۵۷۲ 0 2 


و ۱ ۳ ی ۳ عصتصصاد ۵۶ وم اهناصصع فطا 2 
هزیبه سالیانه کارکرد دستگاه تبرید ِ ازای اصمصم‌ناوع حمتاهتمع نهر مطا ۳۳ ۷" 
۰ و وات ساعت تامط‌ته/ ۷7‏ 2۵ 
میوان بسالانه ور یافنت گرما خوسظ متشون صندع )دعط هناهد ۱۷-۲ 
0 (۵۵()۰۲۲۰) (۳۵()۲۶) 2 
۹ 5 
1 نرخ بهره سا لانه 0 06 10112۲ وم متام 
عصتاه‌کنا الهعتا 
8 عمر[ مفید ]دستگاه شالن 
۳ شعاع کره ماود ه آه مان۲2 متز 
1 مها بای ۲ «2)10 نوم متز 
۱ میانگین اختلاف دمای داخل و خارج مخزن کلوین 
۱ فاکتور ارزش کنونی سری یکنواخت 65 ۱11101۲ 
11۳ رز 0 ۲ممه ۵ ام6وع۳۵م 
ی ی 


هدف از این مساله اینست که ضخامت عایق(0» یک مخزن کروی(طبق شکل زیر) 
با شعاع ۲ متر طوری تعیین شود که هزینه خنک کردن مخزن طی مدت عمر مفید 
مخزن حداقل گردد ". هزینه های خنک سازی شامل 

هزینه های نصب و راه‌اندازی. 

۲ کار کرد سیستم تبرید . 

۳ هزینه تهیه ونصب عایق است. 
ضخامت عایق از شعاع نباید بیشتر نشود. حداقل ضخامت عایق موجود در بازار برابر 
«زصاً می باشد. طول عمر دستگاه ده سال (0۱۰. نرخ بهره ۱۰/ و ارزش اسقاطی 


این فاکتور در اقتصاد مهندسی با ۳/۸ نشان داده می شود(نگاه کنید اسکو نژاد ۱۳۹۳ ۰ اقتصاد مهندسی. ص ۲۸) 


۲ توضیح اینکه به دلیل اينکه دمای داخل مخزن کمتر از دمای بیرون میباشد به طور طبیعی حرارت از 


ون به داخل مخزن متتقل می شود و در صورتی که پیشگیری نشود پس از مدتی 
دمای داخل با دمای بیرون یکی خواهد شد. برای جلوگیری از اینکار باید حرارت وارد شده به مخزن توسط سیستم تبرید از مخزن گرفته شود. سیستم تبرید خرج دارد از جمله برق 
مصرف می کند. . هر قدر مخزن را بیشتر عایق کاری کنیم سیستم تبرید کمتر کار می کند و هزینه (برق...) آن کمتر خواهد بود. بدیهی است که عایق کاری هم هزینه براست . حال 


سوال اینست که چه ضخامت عایق از نظر اقتصادی بهینه است؟( با تشکر از دکتر مازیار سلمان زاده و دکترمحمد حسن صفاری پور) 


۳۹ بهینه سازی غیر خطی 


/ 


منوت اوع۲ 


[۱ 


۷۷ 


شکل ۵-۱ شکل شماتیک" مخزن مثال ۱۵-۱ 


3 ۰ ۲ * ۹" ۳ ‌ 
حرارت اکتسابی (0) مخزن از هوای بیرون در سال طبق فرمول زیر محاسبه شود: 


(۸) (۲۴()۸) (۳۶۵) 
تام تسس < 
(,0()6) 
(0 برای محاسبه ظرفیت مورد نیاز دستگاه تبرید وهزینه کارکردآن لازم است) 


که درآن 

۸/0 < میانگین اختلاف دمای داخل و خارج مخزن 

6۱ 2 مقاومت حرارتی به ازای واحد ضخامت(۷۷۵۱ /61۷18-۳06161>) 

۸ < سطح کره < ۴7۲۲۲ 

حال فرض کنید 

6 < هزینه عایقکاری به ازای هر متر مکعب 

6۷ < هزینه دستگاه تبرید به ازای هر وات ساعت ظرفیت,(5/۷۷/۳) 

می‌خواهیم ضخامت عایق() را طوری تعیین کنیم که هزینه کل ده ساله طبق 
ارزش فعلی با نرخ بهره سالیانه ۱۰/ مینیمم شود. هزینه کل(60591) چنین است: 


۱ ترسیم توسط مهندس امیررضا ترابی دانش آموخته ارشد مهندسی صنایع دانشکده فنی دانشگاه شهید باهنر کرمان 


صنعع )معط آمناموح؟ 


۴۰ فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


۷ ۷ +0 ۰۱۱۱۰ )وه جمبن ع اووی 
که و 
(۴7۳۲۲) (۳۶۵()۲۴()۵) ۳ 
۴۳6 
( آرور؛۲۰۱۱ ص ۵۹۷ 2۳/۸ (۱(۳۳ + ۱ - ۱) )در 
< هزینه سالیانه کارکرد دستگاه تبرید به ازای هر وات ساعت 
1 < ضخامت عایق 
ی 
مقدار تابع ۰۳۷۴ برای ده سال و نرخ 1/۱۰ : 
۶ << (-(۱+1)-۱/1(*)۱ )۱۰:۴۸ ۱:9 .<1 
طبق صورت مساله:۲ >> ک وزسا 
می‌خواهیم ] را طوری تعیین کنیم که هزینه حداقل شود. 
پس مدل چنین می شود: 
0 اب ۱۱4 بمب + وم «ز/ 


.1 
( ۰7۲ ۳۹۶()۲۶()۵۵) ‌ 
۶ 1 5 
۲ >>> ی 
پایان مثال ۵ 
مثال۱۶-۱ 


سیستم سری موازی شکل زیر را در نظر بگیرید می خواهیم تعداد اجزا و پایایی هر 
جزء مربوط به هرزیر سیستم را طوری بدست آوریم تا پایائی کل سیستم به حداکثر 
خود برسد. 
علایم با فرض یکسانی پایایی اجزای هر زیر سیستم : 

نگ پایائی اجزاء بکار رفته درزیر سیستم لام 


از کتاب در دست انتشار مهندسی پایایی بازرگان(۱۴۰۱) 


۳ بهینه سازی غیر خطی 


نع تعداداجزاء مشابه بکار رفته در زیر سیستم لام 


شکل 1-۱ سیستم سری موازی 


پایائی زیر سیستم اول برابر , ,101و 
پایائی زیر سیستم لام برابر "(,7-)-1 می‌باشد ...1-۱ 
آنگاه هدف اینست که 4 و :11 طوری بدست آورده شود تا پایائی ان سیستم 


ماکزیمم شود: 
1 


)۲ ۲ دبس 6 
۱< 
.5 


پایان مار ۸۵ 
مثال ۱۷-۱" 

در برنامه ریزی منطقه‌ای. منابع آبی گاه به علت وجود آلوده‌سازهای آلی نیاز به جدا 
نمودن آلوده ساز از سیستم آبی می‌باشد. مدل زیر با قصد مینیمم کردن هزینه های 
تحمیل شده به منطقه و حصول کیفیت های حداقلی تنظیم شده است؛ متغیر ‏ آن 


۱۳۰۶ -0اجمط)-۵۷۳ ۵۱۳/۱۱۱۸۱۸ ۵,۰۱ ۱ عنم ۸۵۵ /:0109؟ 


۴۲ فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


مقدار تال( (اکشیتن مورد تیان اغمال بیی شتمیای ) مي‌باشد: که از آب«:شبع. ابا 


هزینه (ر102 باید حذف شود. 


(رد) 1 1۳11 
1 


و 
11 
۱< [ 
ر..رار۱ < [ زا ک زر > 


که در آن 


2۲ آن مقدار 301 باشد که از آب منبع [با هزینه (ر2)] باید حذف شود 
زره کیفیت حاصل شده از حذف یک واحد ]از منبع ژدر محل 1 
زلا حداکثر 30 قابل جدایش از منبع [ 
زط حداقل کیفیت مطلوب سیستم در محل [ 
پایان مثال ۸ 
مثال ۱۸-۱‏ بهینه سازی هزینه ساخت یک مخزن" 
مخزنی استوانه ای شکل با ارتفاع 11 قطر ‏ وحجم ۷2 را در نظر 


0صحصه۲ موو . لمم‌نعمامز ! 
توسط خانم براتی .۳112/61 ,1۵1۷۲ :.۸ > .0۲ع۸1 بعامععمم):عمنصصمنع۳:0 تمعمنامم ۲ ۲۰۱۰ و.ظ .1 2معرما ۲ 


۴۳ بهینه سازی غیر خطی 


تثِِِث 


می‌خواهیم ارتفاع و قطر را به گونه ای تعیین کنیم که هزینه های تولید آن حداقل و 
قطر از .2 تجاوز ننموده حداقل حجم .۷ تامین شود. هزینه های مربوط به ساخت 
سطح مخزن (به طور مثال مقدار مواد مورد نیاز) به صورت زیر است : 
6) هزینه هر واحد از سطح جانبی مخزن 
هزینه هر واحد از قسمت بالا و پایین(کف) مخزن است . 
بنابراین خواهیم داشت : 
1 
۲ + ب7و) < (۲ ,)۸۰ 
.۹.1 
۲پر 1 
۷ < 1 ۰ 
۰ > > .۰ 
م۳ ۱۶ 
بدیهی است که اگر حجم مخزن بخواهد دقیقاً برابر .۷ باشد. محدودیت ها چنین 
خواهد بود:. 
.۹ 


پایان متال ۸ 


۴۴ فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


" مثال ۱۹-۱ 

قراراست به منظور رشد کشاورزی دریک استان بین چهار منطقه شهری مستعد 
کشاورزی. سیستم انتقال آب اجرا شود. ازاینرو لازم است تا تجهیزات و منابع آب را 
طوری قرار دهیم تا کمترین فاصله جمعی را از این ۴ شهر داشته و فاصله این سیستم 
تا هر یک از این شهرها حداکثر 1 کیلومتر باشد. بدین منظور مختصات شهرها در 
جدول داده شده است. مدل غیرخطی مساله را طوری بنویسید که مختصات بهینه محل 


شهر مختصات 
1 1 ۸ 
ِ 1 2۲ 
ِ ۳ ۳ 
1 ۸ 


حل: مدل چنین خواهد بود: 
۷ 2 مختصات محل استقرار تجهیزات. 


رو و لد رصع نش پل ۷۳ 
رلراع ی دعس( بل 


5.1 

ک ۲( - 0 + ۲( - 2) ۹ 
> ک ۲( - )+ (- )۷ 
> ۲( - +( +( - )۷ 
> رل رل ۲ روت یز 


۰ 


پایان متال ۸ 


کوظ آقای مهندس خسروجردی دانش آموخته ارشد دانشکده فنی دانشگاه شهید باهنرکرمان 


۴۳۵ بهینه سازی غیر خطی 
مثال۱۲۰-۱ 
برای بهینه سازی تولید از میادین هیدروکربوری در چاه‌های هوشمند با تنظیم 
بهینه شیرهای کنترلی هوشمند رابطه‌ی بین تنظیم شیرهای کنترلی با مقدار تولید 
نفت و بهینه سازی غیرخطی برای تنظیم شیرهای کنترلی به منظور بيشینه کردن 
تولید نفت و کمینه کردن تولید آب و کاهش زمان محاسبات: 
تولید نفت از مخازن نفتی با عدم قطعیت همراه است که ناشی از عدم شناخت کامل 
وضعیت مخزن به دلیل ناهمگونی مخزن است در نتیجه برنامه ریزی تولید مشکل است 
و استفاده از چاه‌های هوشمند و شیرهای کنترلی هوشمند مهم به شمار می آید. سطح 
مطلوبیت خروجی هر شیر کنترلی را طوری تعیین کنید که در مجموع تولید نفت 
بيشینه گردد. 
مدل مسئله : 
فرض: چاه مورد مطالعه آ عدد شیر کنترلی با 16 وضعیت متمایز است. 
هدف: بيشینه کردن تولید نفت تجمعی و کمینه کردن تولید آب تجمعی از طریق 
تنظیم بهینه شیرهای کنترلی است. توجه: 
تولید تجمعی < مجموع تولید از زمان شروع تا پایان افق زمانی. 
۱ - ۷( ۱9۹ 
۳4 ۳49 


11 7" 
بر 


روابط نشان می‌دهند که میزان تولید آب و نفت تجمعی تابعی از ,6 (نرخ تولید 
کل سیال بر حسب بشکه دررور) و درصد آب همراه آب همراه نفت تولیدی است که با 


"توسط مهندس بهاره فرحبخش از مقاله میر حسنی و همکاران(۱۳۹۱) بهینه سازی تولید نفت در چاههای 
هوشمند با روش طرح آزمایش ها درمجله پژوهش نفت سال ۲۲ شماره ۷۲ 


۴۶ فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


۵ شان داد شده و به آن برش آب" هم می گویند. ارتباط نرخ جریان سیال 
نفت(,00) و آب( ,بر ) با نرخ تولید کل سیال(,:0) چنین است 
زر ۲ 00 سَ 0 
درصد برش آب( 1 )به صورت نسبت نرخ جریان سیال آب( ,6 )به نرخ جریان 
تولید کل سیال(:0) تعریف می گردد: 


11 
,24 
1-1 
۱-1 سیر و 
17 9 
ام 
121 
تابع هدف باید با توجه به محدودیت های زیر بيشینه شود: 
11 
4 > ,2,۵ 
21 
> 1۷ 
تک 0 
0 


محدودیت اول تضمین میکند که مجموع نفت تولیدی از شیرهای کنترل کمتر مساوی 
مقدار ثابت .4 (بشکه به روز) باشد. 
محدودیت دوم درصد برش آب در سیال تولیدی از چاه مجهز به شیرهای کنترلی را به 
مقدار داده شده ,ع۲۷ محدود می‌کند. پایان مثال ۸ 
مثال۲۱-۱ 

محیط مستطیل شکل کف یک گودال باید ۱۴۴ فوت و عمق گودال ۸ فوت باید 
باشد . طول بو عرض ۷۷ کف رابرای حداکثر کردن حجم گودال بيابید. 

۳0272۷ 


۹. 
۲۱۷+ ۲1-۱۴۴: 


۰ <ر]: ۱۷۷۰ 


پایان متال ۸ 


ان ۱۷۵۱۵۲ 


۳ بهینه سازی غیر خطی 


مثال۲۳-۱ 
می خواهیم مخزنی مکعب مستطیلی با طول وعرض و ارتفاع 1,0,2 طوری طراحی 


کنیم که حجمش حداقل ۲ و سطح کلش مینیمم گردد. مدل مساله چنین است: 
(طح + 0 + ۲۵۵ < ۷۱0۸ 
.1 
۰ < ,2,0 :۷ < 20 


بایان مار ط 
مثال ۲۳-۱ کاربرد نظامی برنامه ریزی غیر خطی 

در این مثال قصد اینست که دو نوع مدل تخصیص سلاح شرح داده شود. مدل اول 
تخصیص سلاح به هر یک از اهداف به گونه ای است که حداکثر میزان تخریب مورد 
انتظار بدست آید. محدودیت ها به صورت خطی وشامل حد اکثر تعداد سلاح موجود از 
هر نوع و حداقل تعداد سلاح از هر نوع که باید به اهداف تخصیص یابد میباشند. تابع 

مدل دوم تخصیص سلاح به اهداف با هدف کمینه کردن هزینه سلاح و به دست 
آوردن حداقل تخریب هم بر اهداف متفاوت و هم بر کلاس های متفاوت از اهداف 

مدل اول برای بيشینه کردن تخریب اهداف مورد انتظار: 

متگب‌ها: 

تعداد سلاح از نوع 1 تخصیص يافته به هدف 2 رر 2 
و ار زا 


محد‌ودیت روی تعداد سلاح تخصیص يافته به هدف [ : 


2 


حداقل تعداد سلاح از هر نوع» تخصیص يافته به هدف < 04 
محدودیت هابرروی کل تعداد سلاح و حداقل سلاح تخصیص يافته به اهداف به صورت 


کل تعداد موجود از سلاح < زر 


زیر می باشد: 


۵ 0۰) ع مومس تهعمتآممه ۵ فممتاه‌نام موه ۵۱660)۵0 ۱۹۶۸۰ .0.۳ کامنصم۱۷۲۵0۵ 220 .1 رصمامهرظ ۱ 
گرد آورنده: آقای امین یوسفی (ورودی ارشد ٩۴‏ صنایع فنی کرمان) ۷۸ ۱۷0۱/20 ورتم ورووادمظ طعتمعععظ ۶۸(۰ 


۴۳۸ فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 
۱ 7 : 9 
و ار ار رو( تک ,6 ک زز و-زیط 


تابع هدف به صورت احتمال تخریب اهداف مختلف وزن داده شده بوسیله اهمیت 
نظامی آنها به صورت زیر تعریف میشود: 
احتمال عدم تخریب هدف[ٌ به وسیله حمله توسط یک واحد از سلاح 21 ز: 0 
ارزش نظامی هدف[-زل 
تخریب مورد انتظار بر هدف با تخصیص رر ۲ از سلاح [برابر است با [ ۵ - 1] 
7 


و تخریب مورد انتظار توسط تمام سلاح های تخصیص یافته از هر نوع (« ۳ ( 


7 <1 


۱۱-1 ۰ 
7 <1 


روی هر یک از اهداف وزن داده شده توسط ارزش نظامی آنها به صورت زیر میباشد: 


7 9 
زیرگ 
( رز 11 - را ر2 
1-ار [<ز 
مدل دوم برای به دست آوردن تخریب مشخص شده با حداقل هزینه: 
ررو ,ره به صورت مدل قبل تعریف میشوند و محدودیت ها بر روی میزان 
تعداد سلاح از نوع ر تخصیص يافته به هدف ز <رر2۶ 


0 


حداکثر تخریب مورد انتطار روی هدف 7 < 11 


)1( 
خذاقل ریب مورت انظار وون خاده ده به اهداف یت رک 0 


۱ )( 
وزن هدف ژ با در نظر گرفتن اهداف کلاس/ < ۳ 


۴۹ بهینه سازی غیر خطی 


7 
اک و ۵ 15۵ 
1< 1 
محد ود بت هایر روی تخریب مورد انتظار وزن داده شده کلاس های مختلف اهداف به 


2 

ِ )۳( رد 5 

۱ »۱-1 ۳ 
ات1 


فرموله کردن تابع هدف : با لحاظ نمودن هزینه های تخصیص سلاح به فرم خطی. با 


1 


هزینه هر واحد از سلاح 1< 6 
تابع هدف به صورت زز6 کروز 6 3 در خواهد آمد. 
مثال عددی 
فرزنک متطفه شین :۳۸ مف مطایی کرز کرفته اي که فه قاری با ۵ نی نطا 
و بمب حداکثر تخریب را از مجموع کل اهداف به دست بیاوریم. احتمال عدم تخریب 
اهداف محدودیت تعداد سلاح. حداقل تعداد سلاح های تخصیص يافته به اهداف و 
اهمیت نظامی هر یک از اهداف در جدول زير دیده می شود. مطلوبست مدل این مساله. 


حداقل تعداد سلاح هایی که به هدف [ّباید اختصاص یابد : ر ۵ 


ابا ل | هلاه [ اع ] ۳ ماع 
ارزش نظامی هدف 7 : 0 
۳ 7 اد اه ۳ ۵ ]۰ [؛ ها ۰۰ | 


۵۰ فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


حل 
1 ری را دق لاه ره بل ی نب ۵0 .زج ۶ و 


و 
پر ها و شا موه لا ری و اه و کل 90۲۱۰ 31 
.5 
0 > ور 2 + ...۲ 2 
0 > ورب +۰۰.4 + رو 
0 < ,2 + .2 
0 2 موه بت و 
ار 
0 < روکد 


ثِ- هر 2۶ 2 


ش 7 ی 
5 3-۸1۱ ۱۷۶۵۵۵0 ]۱۷۵۳۵02 [ 1۲ ۷۰۵۵۵0 
5 7-۷۵۵۲00۸4 
پس از حل. جواب چنین خواهد بود: 


۵۱ بهینه سازی غیر خطی 


کل نعداد موعود از سلاح[ٌ 0 ۱9 ۱۵ 1 ۱6 ۱۶ 14 13 12 ۱۱ 10 9 8 1 6 5 4 3 2 1 9ج 
200 ۵ 26 1۶ ۱08 ٍِث«۳ ۱ 
10۱ 2 لا 15 0 21 2 
100 ۸۱ 42 16 16 45 1 
1 1 7 0 و1 4 
20 7 1۵ 47 46 0 و 

کل سلاح 

٩6 62 6۱‏ 78 35 10 57 50 39 1 4 2۵0 26 10 10 20 (2 4 62 0 ختخصبصن به هدف 


پایان مثال ۵ 
مثال ۲۶-۱( وینستون » ۱۹۹۶ ص ۱2۹ 

یکی از محصولات یک شرکت. لاستیک مورد استفاده در تولیدچند نوع تایر است. 
این نوع محصول ترکیبی ازکائوچو با قيمت۴ واحد پول در هر واحد وزن » دوده با 
قیمت ۷ واحد پول در هر واحد وزن و نوعی فرآورده نفتی از قرار هر واحد وزن یک واحد 
و این کرابم کارا سین ها شا لایر ۳ 


الاستیسیته جدافل: ۱۶ مگاباسکال و امشام کشفی لاقل ۱۲ مکاپاسکال باشته: برای 
تولید ۴ حلقه تایر ۱۰۰ واحد وزن محصول مورد نیاز است. که بین ۲۵ تا ۶۰ واحد وزن 
کائوچو و حداقل ۵۰ واحد وزن دوده مصرف دارد. 
تحلیل. آمارین نشان. خاده. است که. سخق رل الاستیسیته(ظ) و. استککام 
کششی(15) ۱۰۰ واحد وزن ازترکیب فوق از روابط زیر قابل محاسبه است: 
۰.۰۰۱۲0 + ۰۰۰۵60۲ + (۰۰۰۰۱)()0 + ()۰۳- (۰۶)0 + (۰.۱)8 +۲۴ 2 11 
(۰.۰۰۲)۲- (۰.۰۴)0- )۰.۳۵ + ۱۷ - 8 


15 < ۱۲.۵ -۰.۱۰)0(-۰.۰۰۱)01[( 


که در آن 
۴- میزان کائوجو(۲00۳0۵) درتر کیب لازم برای ۴ حلقه برحسب واحد وزن 
میزان دوده مورد استفاده درترکیب برای ۴ حلقه برحسب واحد وزن 


0- میزان فراورده نفتی مورد استفاده درترکیب برای ۴ حلقه برحسب واحد وزن 


با تشکر از آقای مهندس علی سلطانپور دانش آموخته ارشد دانشکده فنی دانشگاه شهید باهنرکرمان 
شور(11078) یک واحد سنجش سختی است که با دستگاه 01۲0106107 ساخته شده توسط آلبرت شور 


مشخص می شود 


۵۲ فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


مشخص کنید چه میزان کائوچو چه میزان دوده وچه میزان فراورده نفتی برای ۱۰۰ 
واحد وزن محصول نهایی به کار رود تا الزامات رعایت و هزینه مربوطه کمینه گردد. 
حل 
تابع هدف هزینه است که برابر0 ۷+۱۰ + ۴ بوده و باید مینیمم شود؛ 
ازجمله محدودیت ها عبارتنداز: 
۵ > ۲ > ۲۵ ۶ < ی ,۱۲ < 15 
ومدل برای حل با لینگو چنین است: 


00061: 

0۰۷6۲+*۴< صنجم 

۱۲,۵-۰,۱۰*)0۵(-۰,۰۰۱۴)0۸۲( < ۷۱۲ 

۱۶ -< ( ۰۲68۸۲ ۰,۰-(۴*)0 ۰,۰-() ۱۷۰۰۱۳۵ 
۵۶ > ( )۰۱ ,۰ب( 0 هب۰۱ )۰۳ -(0)ک عم +( ۱ ۳۴۰ 
ز۲۵<( )۰۰۱+( ۰۵0 )۱ جع +() ۳۴۸۰۰۱ 
:1+0۰ 
>[ 
:1۲۵۶ 
62۸۰ 
0 
00 

البته مدل مساله را در نرم افزار لینگو به صورت زیر هم می توان نوشت: 

(0061: 
۳01 2۴*۳۷۲ 0+۷: 

ز( ۰۱60۸۲ ۰,۰-(۱۲,۵-۰,۱۰*۴)0 -119 
: (۰,۰۰۲۹/۸۲-(۰,۰۴*)0-()*۱۷+۰,۳۵ 13 
(( ۰۱0( )۵ )۰۱ )۳ ۰-(0) ۰+( )11-۲۴۳۴۸۰۰۱ 


1+0: 
0: 

000 

۲۵ طظاو 
۶۰ ۴ ۴8[ 
2۰ نم او 
۱۲ ود طاو 
۶ ۲ طاو 
۲۵ او 
۳۵ 0 


با حل در نرم افزارلینگو 


۵۳ بهینه سازی غیر خطی 


۰ :1061210108 ۵1 0صبام؟ ممتابامو لقصصتامن 0021[ 


0۵0000۵ (۲ 
(16 06 1601660 ۲6 
1 1 ۴ ۳ 
0 ۱۴۸۶ 
0 ۵۰ ۰ 


خوانندگانی که با 00۵6 8600660 آشنا نیستند می توانند به بخش ۱-۱-۲-۷فصل ۷ 
رجوع نمایند. پیان متال ‏ 


۶-۱ حل ترسیمی مسائل غیر خطی دو متغیره 
برای یافتن جواب مسائل دو متغیره به طریق ترسیمی, ناحیه شدنی مساله را يافته 
به تابعر 2 مقادیر مختلف می‌دهیم (برحسب اینکه تابع هدف بیشینه باید شود یا 
کمینه در جهت گرادیان یا خلاف آن حرکت مقدار بسیار کمی کرده) و منحنی‌های هم 
از را رسم می کتيم. ۲ ابجه که متی هه تور دیکر اجب سدنی تماس د 8 
باشدسپس 2 بهینه را بدست می‌آوریم و نقطه مربوطه را مشخص می کنیم. 
مثال۲۵-۱ مطلوبست حل ترسیمی مساله زیر 
6-۲ + 0-۳ ( :106 < ,2 ۷9[ 
ارات ار 5 
۱۰ ۱6 (,),ع 


۷ ِِ کِ > (بکاوک) 2 


ابتدا رسم ۰<رع 
۳ ۲ ۱ نقاط برای رسم 6۱ ! 
۳۶ ۳ ۱ ۸ 
(ا ا تس 
۲.۰ 7 ۱ 


0 6۱ 9 | نت۲ 
4 
4 


۲ ۰ ۴ 


به عنوان نمونه 7 در نقطه تا( ستون چهارم از راست )با دستور زیر قابل محاسبه است: 
(90۲6)۳(,۰-)]ح2 و( 101106)1)۱1-۳(۸۲+۲۲-۲(۲] << 


۵۴ فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 
بای ۹و۱ ۲ پل سفن آ یله 
با 7 یک خط موازی محور افقی 
۳۰ محور عمودی دستگاه مختصات است 

ناحیه شدنی مساله فوق در شکل زير به صورت هاشور خورده دیده می شود 


منحنی ای س مراز و 


تابع شاف ۰ 1 1 تاحیة شلنی 


۳ ۷ : ۳ ۳۹ 


2 


تمصصون 
00۳ 


شکل ۷-۱ ناحیه شدنی مساله فوق (ص۲ بازاراوهمکاران ۲۰۰۶۰) 

با قراردادن72 ۶2 و تغییرمقدار2 دایره‌های با مرکز ۲< ۳,۷ < ,تلو شعاع ۹2 بدست 
آمده و بدین ترتیب خم های هم تراز رسم می شوند. در این مساله هدف یافتن نقطه‌ای 
از فضای شدنی است با کمترین مقدار 2 نقطه ای که یک منحنی هم تراز با کمترین 
2 مرن با ناجیه شنم تمانی یدام کت نقطه ۲ (۱< ۲,۲ < () است که ۲< .7 
وا کارا فی‌باشقه هواب: مساله تین است: ۲‏ (ر سقاا ها و۱ 
قفا ی دک ات که نقطه یوت مال تشه بای تفای مت اف 
مشثال۲۶-۱(ص ۶۴۰ وینستون ,۱۹۹۴) 

فرض کنید تعداد فروش محصولی وقتی ۶ واحد ازکار ماشین و ۷ واحد کارکارگر 
صرف شود برابر ۷« میباشد. هزینه هر واحدکار ماشین ۴ واحدپول و هزینه هر 
واحد کار کارگر یک واحدپول است. هشت واحدپول بودجه به این امر می‌تواند اختصاص 
یابد. مساله را برای حداکثر کردن فروش فرموله و به طریق ترسیمی حل کنید. 


حل: 


۵۵ بهینه سازی غیر خطی 
2-۷ ۷127[ 
ت 
۸> 1۷ 
۰ ۷ ,6 
2۸ ۷ +11 


وا 2 


له 
# ۱:51 


-- 


7 ع< رل ت۷2[ 
۹ 
هک 7 + بو 


ت‌ 


2۰ رت 


ض 
مسج 


۳ 
سم 
۲ 


جهت بردار گرایان در نقعطه ک 


شکل ۸-۱ کاخيه شنیشی ععال ۲۶-۱ 
ناجیه شختی» مت )هر شکل ۰۸2۱ اس 


تعیین راستای افزايش 2 
راه اول ) برای یافتن جهت افزايش 2 به 2 چند مقدار داده و تابع 2۲7 را 
با خط 1+۷۸ است. 


۵۶ فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


راه دوم ) برای یافتن جهت افزایش تابع به محاسبه گرادیان تابع2 می‌پردازيم؛ 
زیرا حرکت بسیار کم درجهت گرادیان در یک نقطه روی تابع جهت(بیشترین) افزایش 
در آن نقطه و درخلاف جهت گرادیان در یک نقطه جهت بیشترین کاهش می باشد. 

بدین منظور یک منحنی هم تراز را رسم و یک نقطه روی آن بر می‌گزينيم و چون 
مساله بیشینه سازی است جهت گرادیان در آن نقطه را تعیین می کنیم 

7 


۳ -_ 2 
۱ و۷2 < ۱ - 27 ۱۷77 


ی 
به عنوان مثال در نقطه ای مثل(2۱< ۲,۷ < )16 (واقع برروی منحنی هم تراز 
2:6۷ بردار گرادیان. [ ۲+ ۱1 است که جهت بیشترین افزایش تابع را در 
آن نقطه (در حرکت به مقدار بسیار کم )نشان می دهد. 
اگر مسئله کمینه سازی بود خلاف جهت بردار گرادیان در آن نقطه جهت بیشترین 
کاهش تابع را(در حرکت به مقدار بسیار کم ) می داشتیم 
بدنبال مشخصات نقطه تماس منحنی تابع هدف 2-۷ با خط ۸< 1+۷ 


می باشیم. مشخصات این نقطه را ۸2 می نامیم. بردار گرادیان تابع هدف در نقطه 


یلیر( ۷ ماش کایم یا رها هتم سای عیسو 


رآ تفه دی را[ هم جهت بد بح وا نی نله تم 
رفظ من باشی؟:. فا 

۸ را 
ودر نتیجه از اين ۲ رابطه 12۶ ۱< بدست می آید. 
آخرین ,2 که با ناحیه شدنی تماس پیدا می‌کند در نقطه ( است ( محل تماس 
۶6 ۷ با ۳۸ ). 
لذا 1۳ 2 با ۶ < "2 جواب بهینه مستله است ولی بر هیچ یک از نقاط گوشه 
احیه منطبق نمی باشد. بایان ۲۰ ط 


۵۷ بهینه سازی غیر خطی 


جواب بهینه مسائل برنامه ریزی غیرخطی لزوماً درنقاط گوشه (اکستریم) ناحیه 
شدنی قرارندارد. 
قابل ذکر است که اگر بخواهیم مساله فوق را در حالت هن( حل کنیم بردار 
تابع گرادیان تابع هدف خلاف جهت بردار گرایان خط مماس باید قرار داده شود. 
مثال۲۷-۱ دمک کورمیک,۱۹۸۲) 
از میان تمام مثلث‌های با قاعده ۸6۳۰ مشخصات منلنی را بيابید که کمترین محیط 


را دارا بوده و مساحت آن حداقل ۱۲۳ می‌باشد. 


راه حل اول 


(۸ + 2۸ + ظ۸) < 2 ۸ 
.5 


مساحت مثلث پر حسب ۳ضلع ‏ ۱۲ < (0ظ - 40()0 - 8()۲ظ۸ - ۲00 


۸۸+ ۸ 
ق و ! : ت 


۳02۸ 

۸۸+ خر 
<۸+خ 
<بن خر 
۰ ۸<۰ 


مدل لینگو: 
:۵61( 
:+09۵۳ 


(۱)۱۸/۱((-)۸0-)*(هج)3ع) 
+۸۳8 )عم 

۳): 

:۸ < ۸۵6+خخر 


۵۸ فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


:۸ < ۸+طآظر 
:۳ < بر 
:۰ <9ر 
:)۸ 

00 


۸ :۰ 2 109۵0 ممتانامو تقصتاموی) 


9 0 ۱۸۰ 


۷ 22016 ۷6 
۸۳ ۵ ۱ 


4 ۳ 
۳ هر 


راه حل دوم 


در این راه حل» مدل به صورت زير ساخته می شود و حل می‌گردد 


بر طبق شکل اگر طول ضلح ۸8 را به 5 و ارتفاع را به 3 نشان دهیم 
| )+ )عم ی ۲۲0۸-۱۷ < ۲ظ 
:ٍمدل 
۱ 


۱ [- عل سم + و جدمی 2 من 
۳ < زب ۱۲ < 2 
۲ 


1 < ۷ 


> <۰ 


<< 


۵٩‏ بهینه سازی غیر خطی 


بخ تسیمی. رن ۶ مک :۱۹/۲ 


در شکا زیر فضای شدنی 7 مشخص شده است. 


شاب 1 کر 
بت شدف با 20 


اب شداف با 2<18 


تایه هد ف با 7[حرم 
۰ : 


شا اعاعجا ری ال ۲۹۶۱ 
به 2 مقادیر مختلف(مقادیری مثل ۰۲۰ ۰۱۸ ۱۷) داده و تابع دو متغیره 2 را رسم 


منحنی هم تراز با۱۸ 2 آخرین منحنی هم ترازی است که با ناحیه شدنی تماس 
دارد (در نقطه ۷2۳ و (2. 
۸< 2۳:۸2 ۲۷ ۲ 
و تس [اا- دسدد ول دجم 2 
مشخصات نقطه تماس را به صورت زير هم می‌توان بدست آورد. 
یافتن مشخصات نقطه تماس:مقدارمشتق تابع نسبت به ‏ در نقطه تماس با هر خط. 


2 فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


۱ 


كِِ ( 2-۷ )۲-۸ بری,- 9 


۱ + و1 »0 
ای ۸2 ۲ ۲ ۲ 
چ- | یستس+ و | او ۱٩‏ ار +ودج 


۲ 1 


۹ ۱۹ 
تس + رح 4 ۱ رد ود 


۲ 
۷-٩-1 0۲۲ 


4 ۶ ٩ 


+٩ ] +۹‏ ] 
2۵ ۲ 25 )وس ست | 2 1۱۳-۱۲ 
: 


۱ 


۸عح اد [ سم + ول + جر 2 


بر 


۸ 


با لینگو 
۸)۱/۲(۶( ۸۲( (۲(۸)۱/۲ 6۵۳۲۲-۷۲۸ ۱۷۸۲ )+۳ ۸۵+) ۳۳1 
۸۳8۱۷:۳2۸4 :0۷/۲<<۱۲ 


۱۰۳ ۰ 2 ام مملتاامو لفصصتامن 
۱۸۰ ۵۵۵۰ 6960۷ 
5۲ ۵0۱660 ۱۷06 ۱۱ 
0 ۳ 1۵ 
و 229۹۹۹۹ ظ 


و ی ۳ ۱ 


۶۱ بهینه سازی غیر خطی 


خوانندگانی که با 005 600060 آشنا نیستند می توانند به بخش ۱-۱-۲-۷فصل ۷ 
رجوق تمارته: 
کنترل مقدار تابع هدف با متلب 
(۱۲)۸-۹0۲۵60۲-۰۲۸۲((۵ )0 وب ۷۳:۸ :هیر << 


2125 ۵ ۸ 


پایان مثال ۸ 
مثال ۲۸-۱ 


مطلوبست حل ترسیمی مدل زير هم به صورت کمینه سازی و هم بيشینه سازی 
۶(۲- بعر) + ۴(۲ -) < 7 
.۹ 
۸ > ۲2۷۲ ۲+ ۲2۱ 
۸ > ۲2۲ 
۴ > 1 > ۳ 


تابع هدف ۶(۲ کِ ۳9 ِ نز ِ 1( _ 2 دایره‌ای است به مرکز (۴9۶) 9 شعاع 2 


۶۲ فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


حل بیشینه سازی 

جهت افزایش7 در شکل نشان داده شده است؛ مبدا آخرین نقطه ایست که هنگام 
افزايش 2 تابع هدف با ناحیه شدنی در تماس است. پس در بیشینه سازی جواب 
چنین است: 

۲ - (۰-۶) + (۴-) < 2 2۰ < هد بیشینه سازی 

یا 
با اختصاص مقادیر مختلف به.7 دایره های مختلف رسم می شود . آنقدر به 2 مقدار 
می دهیم تا دایره از ناحیه شدنی خارج شود . نقاط (۴و) ۰ (۰9۰) و(۶و۰) می تواند 
جواب باشد . این ۲ نقطه را در تابع هدف می گذاریم. هر کدام که 2 بیشتری داشت 
جواب مساله است. 
حل کمینه سازی 

مینیمم مقداری از تابع هدف که تابع را به ناحیه شدنی می‌رساند. در محل مماس 
بودن تابع با خط ۱۸ < ۲ + ,۲۶ حاصل می‌شود. بدنبال یافتن مشخصات نقطه 
تماس به عنوان نقطه بهینه ایم . 

مشخصات نقطه تماس منحنی تابع هدف با خط ۱۸ <- ۲۸۷ + ۲2 با ۷و2 
نشان می‌دهیم بردار گرادیان تابع هدف در نقطه تماس [ (۶ - ۲6۵ + ۲6۶-1 
می باشد که باید با بردارگرادیان خط مماس(۱۸ < ۲۸۷ + ,۲ ) در آن نقطه یعنی 


1+۲ ۳۳ ۲6-8 _ ۲-۲ ی 
بردار [ ۲ ۲1 هم جهت باشد ینس سر واز طرفی نقطه 27و2۱ روی 


خط می باشد؛ لذا ۱۸ < ۲۶ + ۳۲ .حل این ۲ رابطه با دستوری مثل ٩01۷7‏ در 
متلب 2,26 را بدست می دهد: 
([۰ 2 ۲۲-۱۸ ۱+۲ ۰۲*۲ < (6۲-۶) - ۱-۴(/۲)* 2501۷66۲[ ۲* ۱*] 
۹ 2 2 ۰,۱ ۲۶۱۵۴ << ۱ 
۱۳ ۱۳ 
مشخصات نقطه بهینه مساله کمینه سازی چنین است 
 ( ۹‏ و  ,‏ ۲۶۱۵۴ تلد بر 
۱۳ ۳۳ 


۵۹ < ۶(۲ - ۵.۰۷۶۹) + ۴(۲ - ۲.۶۱۵۴) < *7 
ازدستورات زیر در لینگو همین نتیجه حاصل می شود: 


۶۳ بهینه سازی غیر خطی 
:10061 

۳0102) ۱-۴(۲ +۲۶۲: 

۳۰۲۱۲ ۲۸۰: 


۲۲۲۷: 

۱<<۰: ۱ 62۳ :۲< 

ماوت 
۳ ۰ 2 ۶00 ومتاناا۵و لقصتامن) 
۱ ۵۰ 0۵6001۷۵ 
۲ 600660 26 ۷ ۰۵0۵( 
۰+[ ور ۵ ۲,۶ ۱ 
« مت مج وج ۳( 3۲ 

پایان مثال ۵ 
۱- ۷تعا ریف 


۱-۷-۱ تعریف بستار یک مجموعه 

منظور از بستار(01056 ۲) مجموعه ای مثل ٩‏ که با 5 01 نمایش داده می شود؛ 
مجموعه شامل خود مجموعه 5 وتمام نقاط حدی آن است(ویکی‌پدیا). اگر ٩‏ یک 
مجموعه از فضای چند بعدی باشد. می گویندنقطه * در بستار مجموعه ٩‏ است اگر 


ب ۶ ۱۱200 5 برای هر ۰ < ع. (بازارا و دیگران. ۲۰۰۶ ص ۴۵). 


۲-۷-۱ تعریف مجموعه بسته 
مجموعه 5 را بسته گویند اگر 5 1 -9 «بازارا .۲۰۰۶ ص ۴۵). 
به عبارت دیگر مجموعه ای را بسته گویند که شامل تمام نقاط حدی اش هم باشدر 
بستر کاس ٩۱۹اص‏ ۶۵۲) 
بستار یک مجموعه بسته خود آن مجموعه است.به عنوان مثال: 
٩ )۰,۱( 0621‏ ۳۵۲ 


۲ از واژه نامه انجمن ریاضی 


۶۴ فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


۳-۷-۱ تعریف درون مجموعه 

اگر ٩‏ یک مجموعه از فضای چند بعدی باشد. نقطه ‏ را گوینددر درون مجموعه 5 
است وبا ٩‏ 106 نمایش میدهند اگرع همسایگی * زير مجموعه باشد: کت ()ع۱۲ 
پواج یک * جر ظر 


۴-۷-۱ تعریف مجموعه باز 

مجموعه 5 راباز گویند اگر 5 101 9 . مکمل هر مجموعه باز یک مجموعه بسته 
است(بارار ۲۰۰۶۰ ص ۴۵). به عبارت دیگر مجموعه ای را باز گویند که مکمل آن 
بسته باشد( بستر کاس ۱۹۹ص ۶۵۲). اگر هر نقطه مجموعه ای فقط در داخل آن قرار 
گیرد آن مجموعه باز است. 
۵-۷-۱ تعریف مرز یک مجموعه 

اگر 5 یک مجموعه از فضای چند بعدی باشد. می گویندنقطه » در مرز مجموعه 5 
رکه با 05 نمایش داده می شود) می باشد اگر ٩0(‏ برای هر ۰ < ع شامل لاقل یک 
نقطه در و یک نقطه غیر واقع در 5 باشدربازاراو همکاران.۲۰۰۶ ص ۴۵). 


۶-۷-۱ تعر یف محموعه کراندار با محدود 
مجموعه ٩‏ را محدود گویند اگر از بالا و پایین کران داشته باشد. 
(۲۰۲-) مجموعه ای محدود است و(00,۲-),(۵0+,۲-) مجموعه های غیر محدودند 


۷-۷-۱ تعریف مجموعه فشرده 

مجموعه ٩‏ را فشرده گویند اگر هم بسته وهم محدود باشد: 
کراندارو بسته حه فشرده 

مجموعه ای که بسته نیست نمی تواند فشرده باشد. چند مثال: 

-[۱۰۲] مجموعه ای بسته. محدود و فشرده است 

- مجموعه [۰.۱) بسته نیست و فشرده هم نیست 

-(۱,0] غیر محدود است ولذا فشرده هم نیست 

-(۱,0) غیر محدود است و نه بسته است و نه فشرده 


-(۱۰۲) بسته نیست ولذا فشرده هم نیست. 


۶۵ بهینه سازی غیر خطی 


۸-۱ آثالیز تحدب توابع 

تحدب یکی از مفاهیم کلیدی در ال( است. ذیلاً تعاریف» ضوابط و قضایایی در اين 
رابطه بیان می گردد. مشروح این مباحث در مراجعی ماتند بازارا و همکاران(۲۰۰۶). 
آوریل(۲۰۰۳)و مالگاسارین(۱۹۶۹) قابل مطالعه است. 
تعاریف 


۱-۸-۱ ترکیب محدب از چند نقطه 


1 
‌ ک 
تعریفه ربا که در آن ۰< .2 ,2۱ ,2 ترکیب محدب از نقاط (بردارهای) 


احز ابا 
در فضای حقیقی « بعدی (2) خوانده می‌شود. به عنوان مثال 
>> 0۱2+ ,۸5 ترکیب محدب از نقاط ,وبا است که خط واصل نقاط 


۸ وب است. 


۲-۸-۱ تعریف مجموعه محدب 

یک مجموعه مثل ) در فضای " بعدی از اعداد حقیقی (*15) محدب خوانده می‌شود 
اگر خطی که هر ۲ نقطه داخلی مجموعه را بهم وصل می‌کند داخل آن مجموعه قرار 
داشتة باشد. یه بیان ریاضین اگر بردار مب یرای ۳ مشخصات دو نقطه در فضای 
مجموفا قبعفی ‏ پاش و اک که آنگاه یت 2۳ باید برلی عمام ها در 


مجموعه ) قرار گیرد تا محدب خوانده شودربر گرفته از فصل ۲ بازارا و همکاران,۲۰۰۶ و برت سکاس ,۱۹۹۹ص 
۶۷۲ 


سب 


مت سا 


شکل ۱۰-۱ چند مجموعه محدب و غیر محدب 


۴« فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


۲-۸-۱ تفاضل وجمع جبری دومجموعه محدب 
اگر مجموعه‌های ٩7,۹,‏ در 1 محدب باشند مجموعه های زیر محدب‌اند (ص۴۱ بازارا و 
دگران,۲۰۰۶): 
66 65 6 + ,95 5 


٩95 1-۱ 5 6٩و ,وی‎ 


هم چنین ,5 ٩‏ محدب است. 


۴-۸-۱ تعریف تابع محدب 
اگر ) یک زیرمجموعه غیرتهی محدب از ۳ باشد تابع ۴ب ):] محدب خوانده 


فی‌شنوه اک بارای.« عقاق اسکلا یم صقر یک ور وتا های: 2٩92‏ علق به از ی 
۷ بازارا و دیگران ۳۰۰۶ ومک کورمیک. ۲ ص ۴۰) نامساوی زیر برقرار باشد. 


اکک 20 ۲ ۲ (۵-2(80+(06 2 ک 1( ]1 
این تعریف» که مشتق پذیر بودن شدان دخالتی ندارد» به این معنی است که: 
مقدار خابع مخت به ازای هر فقظه: که قر کیب تخت از و نقطهب > بلاط باشة 


هیچگاه از همان ترکیب محدب (06) و ,108 بیشتر نیست و می‌توان نشان داد تعبیر 


هندسی آن برای توابع یک متغیره اینست که اگر تابع محدب باشد. هیچ قسمت از خط 
متصل کننده دو نقطه دلخواه از تابع زیر منحنی تابع قرار نمی گیرد(شکل ۱۱-۱). 


شکل ۱۱-۱ تبیین هندسی تعریف تحدب تابع یک متغیره 
(هیچ بخش خط واصل ۲ نقطه از منحنی تابعء زیرآن قرارنمی گیرد) 
اگرخايع زمشتق پذیر(ه کبه اول) باشدانگاه به طهر معادل قایعی مخدبپ است که 
( پونستاین ۱۹۶۷۰) 


صزماموظ ۱ 


۶۷ بهینه سازی غیر خطی 
(1)6- )1 > () ۰۷( ,۲) 
0 
( ۷۲۲-5 +(10< (,10 
نامساوی دوم از نامساوی اول قابل به دست آوردن است و بالعکس: 


۰۸۱ 0-066 +(/06) 2۸1 > [2(6-) + ,2/6]] 
ج [(,106-(,6) 2۱۴+ (06) 1 > [( - ,)2+ ]1 
(106-[( 2-6 ,2+ ]1 


3 (1۳ 


طبق بسط تیلور ۶ حول ,6: 


1), -10(< 


۲-۲۲( )۸۲ +( 20 ()] 
به ازای (6- 266+ ۱ 5 داریم: 


زر - ۵1 +0( 2+ تال که جر[ - 26 + ]1 
پس 
1 
۳ (*)1- [( ۶ سا ۵ +()1 زج 
(- ۸۳۲60 < ( 1066( ,)۲ 
بالعکس نامساوی اول از نامساوی دوم قابل به دست آوردن است . 
همانطور که بعداً خواهید دید در توابع چند متغیره مشتق پذیر اگر مقادیر ویژه 
مثال ۲۹-۱ آیا تابم زیر( موسوم به آفین یا مستوی) محدب است؟ 
۴ *۴ 6 ۲ + 0۲ -(ز 
حل : بله زیرا: 
+ («ر((- 0 +4 0۵*022 < (((2 ۱ + 1022 ,[۰,۱] 6 ۷2 
0-۵ + 20 + 6-2 +2074 < 
(2(70 - + (2700 < 
البته تابع آفین هم محدب است وهم مقعر. پایان مثال 


" یک مرجع برای این اثبات:]00. ۱۶۷/۵۵۸6۵۲ ۱۸۰/۲۰ 601۵/00۵۴ _/مط باه طاهصط. 11 /05://۵))ظ 
از 382:01166008.600/01]۵۲۳//:حااط 


۶۸ فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


۵-۸-۱ تابع محدب اکید 

در تعریف بالا برای تحدب :8 اگر بازای ٩7۳2‏ و تمام مقادیر۰>(>۱ 
نامساوی صرف یعنی علامت > برقرار باشد یعنی اگر: 
> ,6 ۲ اج 0-2106 +(206>[ ۱-2:(۲) + ]1 
مقدار تابع محدب اکید به ازای هر نقطه به صورت ترکیب محدب از ۲ نقطه و 
متعلق به ») همواره از همان ترکیب محدب از (1)6,(,)] کمتر است. 
یا به طور معادل اگر ۶ مشتق پذیراز مرتبه اول باشد(پونشتاین 1۹۶۷۰) 

6 -( ۲۲ > ۲0-0 _ِ 

ثایع مجذب اکیدرکامل) خوانده می‌شودزیازار۲۰۰۶ض ۹۸ ۷۶۷ و مک کورمیک. ۱۹۸۲ 
۴۵ 

یک نمونه تابع محدب کامل در شکل زیر دیده می شود. 


تست 


شکل ۱۲-۱ یک تابع محدب کامل(اکید) 


قضیه ۱-۱ رابطه تحدب و پیوستگی 
با یاد آوری اینکه تابع 2 متغیره (106 را در نقطه ۲ پیوسته گویند اگربرای هر 
0 < 6 » وجود داشته باشد یک مقدار 0 < ۵ آنچنان که هرگاه 8 > || - | باشد 
آنگاه(آترا :۴ ۲۰۰ص ۱۲۱۱) 
6 > |( »10 - 00| 
قضیه زیر رابطه محدب بودن و پیوستگی را نشان می‌دهد. 


صزمامووظ ۱ 


۲ ۸0 


۶۹ بهینه سازی غیر خطی 
قضیه (ص ۳۳ کتاب گودوین و همکاران! ۲۰۰۶) 
آنگاه در درون دامنه تابع یعنی مجموعه ) پیوسته است. پایان زر گا 


۳ ۷ 


۰ 


مثال۲۳۰-۱ 


7۳" > 
۲ ۲0۲۱| 2۱ 


شکل زیردیده می شود. [روی ) محدب است اماتنها دردرون ) پیوسته است 


تابع ] - ()گروی ([۱ > 7 > ۱-:) < )تعریف شده ودر 


پایان متال ۸ 


صنس‌مومن ۱ 


۲ 
.۵۵۹6 ه065/)0 ت51 ۱000168/68 /6۵05/0050/ا2. ب601 .۵9۷629118 مه ۰ ۰/۱۷۱۷ حاظ ص۳0 


۷۰ فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


۱- ۶-۸ تابع مقعر 
می دهد. نمونه تابع محدب دو متغیره در شکل های ۱۵-۱ و ۱۶-۱ دیده می شود. 


گر ]| (.2) گر 
۷ 


رها 


1-۱ 

1 7 

۸ -1)+ وی 2 
ماب 


شکل ۱۶-۱ نمایش تحدب و تقعر درتابع یک متغیره ( بازاراو همکاران:۲۰۰۹ ص ۷0۸ 


13 11 12 1 2 
و( -۱)+ بر <2 د#( 


نه معدب نه مقدر مقر 


در شکل ۱۳۴-۱سمت چپ می‌توان نشان داد که اگر در محور افقی نقطه بین 91۱ 2۲ : 
۰ > ۰ 2(2-) + ,2 < 72 را با آ( نشان دهیم همین ترکیب خطی از مقادیر 
تابع در 2۲و7۱ یعنی (۱-7(6۲) + (,)2 نقطه ای است مثل]1۷ روی محور عمودی 
بین(+) [,() [. 
در ضمن ثابت می شود که(ص ۹٩‏ بازاراو همکاران.۲۰۰۶ و ص ۶۷۴برتسکاس ۱۹۹۹۰): 
اگر ۴ ,مر« توابع محدب باشند آنگاه 
۲ تابع حاصل از مجموع وزن داده شده از این توابع محدب با وزن‌های مثبت یعنی 
1 
0 9 69 زگره 2 -(۳) ۶ تایخی محدب اشتتا: 
از 
۱-۲) مجموع چند تابع محدب خود تابعی محدب است. 
۳( اگر مجموعه 1 ۳۳ ٩‏ محدب باشد و 4۷۲ ِ 0 < [و همچنینر] , ۲[ توابع 
توابع 0 متغیره روی ٩‏ محدب باشند آنگاه محدب است 


( (() () ۶ هه (ج) یک تابع محدب است. ( براساس تمرین ۲-۹ ص 
۸ بازارا و دیگران۲۰۰۶) . 


کل نی کت تانع کم مفیره زارکت:۹۹2 امین 0۷۵2 


شکل ۱۶-۱متالی برای تابع محدب دو متغیره 


۵ اگر 8«-8:8 تابع تک متغیره ومحدب غیر نزولی باشد و 7 1 :1 تابعی 
چند. متیر ومحدت: باشد‌آنگاه. کل ۴ [(8۱۵<() زر تابعی. محقت 


خواهد بود(براساس تمرین ۲-۱۰ ص ۱۳۸ بازارا و دیگران؛ ۲۰۰۶). 


‌ِ فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


از این به بعد تمرکز ما روی توابع محدب است. نتایج برای توابع مقعر قابل حصول 


|-۹٩نحوه‏ بررسی تحدب توابع یک متغیره و دو متغیره 

علاوه بر استفاده مستقیم از تعریف برای بررسی تحدب توابع رکه گاه اینکارساده هم 
نیست ) یت‌هایی فسیتاً ساده برای این بررسی در ریاضیات ارائه شده است که فلا 
برخی از آنها بیان می‌شود. 
۱-۹-۱ تست محدب بودن تابع یک متغیره 

۲ 
یگ هروه نا ی تاه ۱ ۱ 
7 

در فاصله رانک اک ۲ پیوسته بوده و0< () 1 

به عبارت انم ن شیر( که پیوسته بوده ومشتق دوم آن هیچگاه در 


2 
فاصله [ 2۲2 ,2] منفی نشود(0 < ۱ ) دربازه نگ اک را محقب: اسشا: 


حل 
(ج) در (00 0-) پیوسته» در این فاصله 2<0<( 2 پس تابع محدب است.. 


پایان متال ۸ 


مثال ۳۲-۱ 

نشان دهید تابع 6 روز ۲ فطلاب: اس 

جواب 

تابع در (۰0 ) پیوسته و 0< "6-(5)" ]پس  )2(‏ محدب است. 


پایان متال ۸ 


۷۴ بهینه سازی غیر خطی 


(۱۹۴۸ ,3601660026010 ص ۴۴۹ به نقل از ۱۹۷۲ ٩1582,‏ ص ۱۶ ). 
۲-۹-۱ نحوه بررسی تحدب توابع دو متغیره 
قضیه ۲-۱ 
در تابع ۲ متفیره که دو بار مشتق پذیر باشد اگر و فقط اگر بازای تمام 
تفای مک ۲ اف ای وان مان ام اف 9۳/0 از 
و 0 ۱ ِ 
2 1 
< باشد. تابع محدب اکید خواهد بود (اقتباس ازص ۵٩۹‏ هلیه و لیبرمن ۱۹۶۸۰ ). در 
ك 0 اب ۲ ۹ ثٍِ_ 
2 
علامت 2 در هر ۲ نامساوی با علامت بزرگتر جایگزین شود تست محدب اکید بودن 
۱ 5 ۳ ی ۳ 
تابع ۲ متغیره بدست می آید. در ضمن اگر 22 تابع مقعر خواهد بود و اگر 
1 
ك ۱ ۱ 5 
0 > جح تابع مقعر اکید خواهد بود. پایان قضیه 
ر 


پس به طور خلاصه تست محدب بودن تابع دومتفیره (و/ دو بار مشتق پذیر 


چنین است(بر اساس ص ۲۱۱ ترساین:۱۹۹۴) 


1 2 
۳ و 0۵ 00 0 ۱ ۱ ۱ 
اک لا ۳ 7ج ۵ 2 منفی نباشد تابع محدب خواهد بود. 
1 
0۵۲ 
مثال ۳۲-۱ 


آیا توابع داده شده در قسمتهای الف و ب در زیرمحدبندیا خیر؟ 
الف) ٩02‏ - 7 ۳ 3 () 1 


وش فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


جواب 
این تابع ۲ متغیره دو بار مشتق پذیر می باشد: 
۰ ۱ 
۹ 7 ۲ 
1 


چون دترمینان مثبت است و عناصرقطر اصلی آن هم مثبت پس تابع محدب اکید است 
ب) (۱- ,)+ (- ) < (بعد معا 


جواب: تابع ۲ متغیره (ود,)[ نار سفق بای مت باشد: 


تاد ۳۱ هل ره 7 
5 ۰ ۷ 


۲ 


پس تابع (۱- ,۲+ (۷-,)< (,2۳,, 1۳ محدب است‌پایان منار ۸۵ 


۱۰-۱ تعریف حالات (نیمه) معین مثبت ومنفی ماتریسها 
برای ماتریسهای مربعی که تقارن داشته باشند حالت های زیر را در نظر می گیرند. 
منظور از ماتریس متفارن ماثریسی است که ترانهاده آن با خودش یکی باشد. 
-۱-۱۰ ماتریس مَعین مثبت 
ماتریس71 *< 7 متقارن ]۰ مُعین مثبت نامیده می شود اگر برای تمام بردارهای غیر 
صفرء: داشته باشیم:117<۰ "27 
مثبت مُعین بودن( يا به طور خلاصه مثبت بودن ) ماتریس مربع متقارن با چند 
تست ۱: تمام مقادیر ویژه ماتریس. مثبت باشند(۱۹۷۵ ,اع]صه6؟ کصند1۷22[1٩ص‏ ۶۱). 
تست ۲: ماتریسی مثل ۸ یافت شود که در ۸ ۸۳ < ]1 صدق کند؟*۸ماتریس ترا 
نهاده ۸ است. 


تست ۳ در توابعی که تفکیک‌پذیر باشدیعنی آنها را بتوان به صورت حاصل جمع 


توابع جداگانه بر حسب۳2<۳۳1..... نوشت اگر عناصر روی قطر اصلی هشیان تابع » یعنی 


7 2 
ره 2) هاء مثبت باشند تابع محدب است 


۷۵ بهینه سازی غیر خطی 
۲-۱۰-۱ ماتریس نیمه مُعین مثبت با معین غیر منفی 

ماتریس متقارن7 1 ۰ ۸ نیمه مُعین مثبت است اگر برای تمام بردارهای غیر 
صفرد داشته باشیم:. ۰ < 2*۸ 

تست برای نیمه مُعین مثبت بودن ماتریس مربع متقارن 

تست : اگر تمام مقادیر ویژه ماتریس متقارن. غیر منفی باشند( 0 <)به عبارت 
دیگر. ماتریس هیچ مقدار ویژه منفی نداشته باشد. ماتریس نیمه مُعین مثبت 
است (بازاراو همکاران ۲۰۰۶ ص ۷۵۶) 

ماتریس نیمه مُعین مثبت(معین غیر منفی) ۸ در واقع تعمیمی از اعداد غیر 
منفی است. اینست که اگر ماتریس ۸ مثبت نیمه مُعین باشد با علامت 0< ۸ 
و اگر مثبت مین باشد با 0< ۸ نشان داده می شود. درضمن ماتریس مثبت 
مُعین یک ماتریس مثبت نیمه مین هم می باشد 
۳۱۰-۱ ماتریس معین منفی 

به ماتریس]۲ متقارن7 < 7 مُعین منفی گفته می شود اگر برای تمام بردارهای غیر 
صفر< داشته باشیم: 2»>۰ 2*7 

تست : اگر تمام مقادیر ویژه ماتریس متقارنآ منفی باشندا معین منفی است 

(۶۱ ۱۹۷۵۵۵2۵6 ,اعلصهنک کمنمانمه»نع) 
۴۱۰-۱ ماتریس نیمه مُعین منفی (معین غیر مثبت ) 

به ماتریس متقارن7 *< 10 نیمه مُعین منفی گفته می شود اگر برای تمام 
بردارهای غیر صفر+ داشته باشیم:۰ > 126 *25. 

تست گو تمام مقادیر ویژه ماتریس متقارن] ۰ غیر مثبت باشند( 0 > )باشد 
ماتریس نیمه مُعین‌منفی است (بازرا ۲۰۰۶ س ۱۴ به عبارت دیگر ماتریس هیچ مقدار 


ویژه مثبت نداشته باشد. 


۱ 
۰ 0299 69/۵6:۵۳۳۵۵۱/۵۵۲۰۵0۶منامهلهمجص /2/۱, :۰۲6۱ 9://۵۷ظ 


۳۶ فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


به ماتریس متقارن < ۰71 ]نا مُعین گفته می شود اگر نیمه معین( منفی یا مثبت) 
نباشد پا اينکه 
برای بردارغیر صفرهه ۰ < ۳11و برای یک برداردیگرغیرصفرمثل لا .نامساوی 
. > 1*۳" برقرار باشد. 
تست: اگر برخی مقادیر ویژه ماتریس متقارن مربع. مثبت و برخی منفی باشند 
ماتریس نامُعین است (ص۱۹۷۵,۶۱ ,اعلصهاگ گصندانته8:۱). 


حدول ۲-۱ خلااصه زر تست های تعییبر حالت یک ماتریس متقارن 
شرط های معادل 
مقادیر ویژه پردار غیر صفر حالت ماتریس علامت 
#وجود دارد که 

0 که مرت 2 (۱ ۰ < 1 
یت جوایر .| مین مثبت 5 عانعن 

2 1۳ ۱۹22 ۰ < 1 
سح مفی 0 < 211 صدِ ۰ ماتصتاملتمو 
نباشد محین حور مسلی 

مر 2 6( ۰ > ] 
همگی منفی معین مفی ۳ 

> ۳۳۲۷ بر رنه تن ملع 

75 را 6( ۰ > 1 
ات ۳ 0 > 2۲۲۲ اب مانستاهه‌نجهه 

۳ امیس تا کین عاتصنه 2[ 
پا منفی 
نباشنند 


۱۱-۱ تست تحدب توابع جند متغیره : 
قضیه ۳-۱(برای تست تحدب) 

فرض کنید تابع <- ۲,(:9,...,) [داری مشتقات نسبی درجه دوم برای هر نقطه 
در مجموعه[ باز محدب غیر تهی "21 9]باشد. آنگاه تابع آروی 5 محدب است اگر و 
فقط اگر ماتریس هشیان آن مثبت نیمه مُعین باشد(ص ۱۱۴بازارا ودگران,۲۰۰۶ ) پایان 


ا 


۵6۶0۳۳۵۵۵0۵ /9عوتامع لهتلعص_ /قاز لمات .۰181 «۵//:ومط ! 


وش بهینه سازی غیر خطی 


۱-۱۱-۱ نحوه بررسی تحدب توابع جند متغیره به کمک مقادیر ویژه هشیان 
دیدید اگر تابع 3 «- 5:] که روی مجموعه محدب ۳ ع 5 دو بار مشتق‌پذیر و 
ماتریس هشیان آن مقیتث نیمه معین باشد محنب: است(قضیه ص۱۱ بازارا ودگران۲:۰۴۰): 
نیمه مُعین مثبت- مَعین غیر منفی بودن هشیان با چند راه معادل قابل تحقیق است 
-هیچ مقدار ویژه ماتریس هشیان تابع منفی نباشد(<شرط تحدب توابع مشتق پذیر) 
۰ ء ۰ 3 ۰ مه ۱ 2 و ِ 
- زیردترمینانهای هشیان موسوم به ماینور اصلی پیشتاز .که بعدا در فصل ۳ تعریف 


قضیه ۶-۱ (برای تحدب اکید) 

اگر تابع 8 - 5:] روی مجموعه باز محدب غیر تهی "0/- 5 ۲بار مشتق‌پذیر وهشیان آن 
معیم فقبت باقه: شنت کیت ای ص۱۵ ار ایض ۵ آفری 

معین مثبت ( یا به طور خلاصه مثبت بودن) هشیان با چند راه معادل قابل تحقیق 
است: 
تست تحدب اکید براساس مقادیر ویژه 

تست ۱- تمام مقادیر ویژه ماتریس هشیان تابع مثبت باشند. 

سیخ ۲ماترسی امن یاف یه کققی ‏ ع از ضفی کند؟ ماس فا 
نهاده ۸ است. 


تست ۲-در توابع تفکیک‌پذین یعنی توابعی که بتوان آنها را به صورت حاصل جمع 
توایع جداگانه بر حسب ۳2۰۳..... نوشت» اگر عناصر روی قطر اصلی هشیان یعنی 


2 2 
ره 2 ها کیت باشند: کایم تخب آکبه می بات 


مجدداً متذکر می شود اگر تابع محدب اکید باشد. محدب هم می باشد. 


تمصنصط لممتمصتتم عصتلعع1 ۱ 


۷۸ فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


ذیلا چند مثال برای بررسی وضعیت توابع ۲ متغیره با استفاده از ین از ۳ تست 
فوق آورده می شود. 
مغال ۳۴۱ ایاتانع, کح رد ,2 قور۳) ماب آییت؟ 


حل‌ماتربس هشیان تابع به صورت زیر است: 


6 
کر ۰ 
۱ 4 0۵ 060۲ 2 
۰ ( 6,۲ 10 () ۷ 
6 0 0 01 
| و0020 لول 
محاسبه مقادیر ویژه 


مقدار ویژه ماتریس(0) هر ماتریس مربع أ ريشه های چند جمله ای 
0-< [ [71- ۳2 0 یا 0-< [ آ- ۷ اه است(۶۱ ۱۹۷۵2۵۵6 باعلمهنگ کهنمانههبن6) ۷ 


مقادیر ویژه برای ماتریس هشیان به صورت زیر به دست می‌آید: 


0 4-7 01 1 01 4 
- مب |-(- | 
| 6-7 0 6۱ 0 


مقدار ویژه ماتریس ۲ 


0 4-1 
6ع ر 0-5-24 (4-10()6-7) < 1 


[ 6-8 0 
با ات 
(آ۳)ع1ه حصور:[ع ۰ :۰ ۳۲2]۴<< 
۶ ۴ 1 
یا 


"مثال های ۰۲۸-۱ ۲۹-۱ و ۳۰-۱ توسط مهندس هادیان دانش آموخته ارشد مهندسی صنایع دانشگاه شهید 
باهت کزمان جل شده 
آپس اگر ماتریس 1717 1 معکوس داشته باشد( ۶0 | 7-70 ] 06۷) 11 مقدار ویژه ندارد. 


۷۹ بهینه سازی غیر خطی 


(۳)ع61 ح۱ظ ور[ ز,] ,)۲۱2۳655120 :۲۶۷۲-۵ + ۲۶۸۲ < ۲۷:1 << 


از آنجا که همگی مقدار ویژه ماتریس هشیان تابع .مقادیری مثبت اند» نتیجه 
منود ماس فشزارن فیی مت استء در عقیعه یم رز اکید میب اسکه ماخ 
است که تابع اکیداً محدب. محدب نیز می باشد. 

اینطور هم می توان استدلال کرد که 7 تفکیک پذیر است و عناصر روی قطر اصلی 


مثال ۳۵-۱ آیا تابع 2ت4- 327+ 2+2۹( [محدب است؟ 
حل 


بردار گرادیان: 


۵ 


1 
۱ 
6ص 
تب 
۱ 
م#ص 
اج 


ماتریس هشیان: 


دستور محاسبه گرادیان با متلب 
7۶ ۷ 2 51۷5 << 
اکن ...1 
([۶۶۷۶2] ۶۶) 6۳1 0201< ی 
هشیان هم با نرم افزار هم قابل تهیه است: 


نم فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 
7۶ ۷ 1 5۷5 << 
و و کنو 
([۶۶۷2<] ,۶) 11-00۵55121 << 


۲۳ 


01 و4ت و 12*35 ۲ 


[ 0 ,م۵ کاب 1 
[6 ,۵ 0 1 
برای بررسی تحدب: 
0 4 7-7 0 4- *127 0 0 71 
0 7-4 4 0 4 4 0۱۱ 7 0 |< 77-7 
7-6 0 0 6 0 0 7 0 0۰ 


مقادیر ویژه ماتریس 11 ريشه های چند جمله ای زیرند 
0- | (6- 4*۷ »*4]- | (6- 4()۷- 2( 12- «) | 0 -[ 1 - 1۳ 
0<[(* 2887 -96) +( 7 8+1207) + ۲( ۱0+12)- < ۱ 


ريشه های معادله درجه ۳ فوق چنین است: 


2۰9۲-65 2+65 2 ور 26 ,171 


گرچه مقدار یکی از مقادیر ویژه( 7 )مثبت است. اما از آنجا که مقدار 707 و77 به 
دار کی قارفنه خمواره یت نمی ناکت شی. کانم کل فخنب نیست: 
توجه : اگر در متلب 100100۶ 1۷2/1 600011 داشته باشید با دستورات زیر همان 
نتایج فوق حاصل می شود: 
(00012)۲ ز[ ۰:۳۳:۰۰ ,۴۳ ۱۲۴۱۲۲ ]۱:۳2 8و << 
< 1۳0 
[۶ ] 
+٩ *۸۴(۸)۱/۲([‏ ۵-۶*۸۲)* ۲+ ۸۲ ۲+۶ ] 
[(۸۴(۸)۱/۲* ۹+ ۵-۶*۸۲)* ۸۲-۲ ۲+۶ ] 


۸۱ بهینه سازی غیر خطی 

<< ٩5 ۶ ۲ 21 ۴ + ۲۶۷۸۲۱۳۴۸۲۰۳  احمو120)1,]:۷,2[‎ (4 
۳۱6182)۳۲( 

<< 51۷15 5 ۷ ۶ 

و کم ۱۱ جر 24 عت .2 

<< 11-۵551 0۳ )۶۶ ]۶۷2[( ۶ 

(لاع 2و << 


6 
یت اه و اه ره اه ۳ 
و و وا 9 


۷-6 26۵9 6 


می توان نشان داد این تابع در یک جا به طور مو ضعی محدب است یعنی در بازه ای از 


ابش 


به طور موضعی مینیمم دارد و در جایی دارای نقطه‌ای موسوم به نقطه زینی می‌باشد 
که بعدها با تعریف آن آشنا خواهید شد. پایان منال *آ 
مثال ۳۷-۱ 

آیا تابع ٩۹۱۳26‏ - + 9 < ()] محدب است يا خیر؟ 
راه حل اول با مقادیر ویژه 

اگر مقدارهای ویژه هشیان (م) ۲ منفی نباشد. محدب است. 

مقدارهای ویژه ماتریس مربع  )0(‏ ريشه های چند جمله ای زیر است 

0-| ۱-(۲) 7 اع یا 
۰ 71 - ۱ سک ۰ ۱ 
٩ ۰» .‏ ٍِِ 

۸-۷) ( ( (- ۳ 


۹ 
۰ > («- + + ) («« - ۱ ب ۰ <- (1۷- 00 06107 


۲ 


هیچ یک از مقادیر ویژه ( جوابهای معادله فوق) منفی نیستند پس تابع محدب است. 


له فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 
راه حل دوم با تفکیک کردن 

تایعشی و که بتوان به صورت حاصل جمع توابع جداگانه بر حسب لو( و تفکیک 

2 ۱ 

کرد. اگرعناصر روی قطراصلی هشیان آن. یعنی[77/2) هاء مثبت باشند. تابع 
مخای |[ کی هی فد 

چون اين تابع تفکیک پذیر بوده و عناصر روی قطراصلی هشیان آن یعنی 

۰ ۱ 
با ۲ پس ب آکید می‌باشد. پایان مثال 

مثال ۳۷-۱ به کمک مقادیر ویژه ماتریس هشیان. محدب بودن تابع 
۲ + مر + 26۲ < () بررسی کنید 


حل 
0 0 2 
| 0 2 2۱0 (و۲,رت2:,) 1< ۲ 
2 0 0 
0 0 . 2-7] 0 0 م] [0 0 2 
0 1 - 2 ۵ ا<| 0 7 0 0-۱ 2 2۱0 717 - ۲ 
2-7 0 0 0 0 2 0 0 
٩0۱] - 71 [- 0 5 | )2-7 ()2-7 ()2-7([0‏ 


3 
22 271 211 0-71 < (-2) 
چون مقادیر ویژه ماتریس هشیان مثبت است. نتیجه می‌شود این ماتریس هشیان 


معین مثبت بوده و در نتیجه تابع 1 محدب اکید است. پایان مثال ۸ 


۲-۱۱-۱ تحدب تابع درجه دوم (کوادراتیک) 


تابع 9 متغیره ای که که به فرم زیر قابل نوشتن باشد کوادراتیک نام دارد 
0 + بر + 2*0 


1 یگ ۳۹ 
داد در 0 یک ماتریس متقارن 2 در 0 و 
1 


» یک بردار اسکالر عنصری از اعداد است :61 0 یک عدد ثابت است 


شکل زیر نمونه یک. تابع کوادراتیک را نشان می دهد. 


۸۳ بهینه سازی غیر خطی 


ِ 


شکل ۱۷-۱ نمونه تابع درجه دوم پا کوادراتیک (0۳6۵۲۳ /600 .0۲1806100 .222 ) 


قضیه ۵-۱ تست تحدب توابع کوادراتیک 
تابع کوادراتیک 8 + »۴0+ *ع-(20 محدب اکید است اگر وفقط اگر ماتریس 
مربع و متقارن 0 معین مثبت باشدر ۰ <0) یعنی مقادیر ویژه همگی مثبت باشد و 
محدب است اگر و فقط اگر ماتریس مربع و متقارن 0 معین نیمه مثبت باشدر0<۰) 
يا هیچ مقدار ویژه آن منفی نباشد. (از 0۵۲۲ /600 .عماععصتتم .222 ): پایان قضیه 8 
مثال ۳۸-۱ تبع کوادراتیک زیر را درنظر بگیرید. 
6 (۱ 020-۲ [۲ ۱-:۱- ۲] - 00 
الف) تابع را بدست آورید. ب) آیا تابع محدب است؟ 
حل ا لف) 
و ۱ ۳ 1 5 ۰( ( ,6 < 0 
ر+ 2-22 (ر 1 |) وه 
0 + :۳00+ 0-(0] 
۵ + با ۲ - ۲۷۲ ۲ بو ۳ < (0] 
ب 
چون 00 در تست تحدب توابع کوادراتیک صدق می‌کند یعنی چون مقادیر ویژه ماتریس 
مربع و متقارن 0 برابر واو لذا مثبت می باشند 0 معین مثبت (۰ < 0) و ؟ محدب 


اکیخ است بایان مفال ۸ 


۴ فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


۱۲-۱ انواع دیکر توابع محدب 
علاوه بر ۲ دو نوع محدب و محدب کامل پا اکید. توابع محدب خود تقسیمات 
دیگری نیزدارند که از لحاظ شدت تحدب متفاوتند» متداول ترین آنها چنین است: 
نوع قویتر نوع نیرومند نوع معمولی 
محدب اکید محدب 
محدب گونه اکید محدب گونه (سودوکنوکس) 


شبه محجدت (کواز شبه مجدت شبه محجدت 
3 ۳ ری 2 ِ 0 


کنوکس) قوی (کوازی کنوکس) (کوازی کنوکس) 
اکید 


جدول ۳-۱ آخر این فصل تعریف تابع محدب و تقسیمات آنرا به طور خلاصه نشان 
می دهد وذیلا به برخی از آنها پرداخته می شود. ازجمله این تقسیمات نوع شبه 
محدب(کوازی کنوکس)و نوع محدب گونه (سودوکنوکس) است که درمواردی که فرض 
تحدب یک تابع می‌تواند به ۲ مفهوم ضعیف‌تراز محدب تقلیل یابد کار برد دارد. 


۱۲-۱- تعریف تابع محدب گونه (سودو کنوکس) 

توابع محدب گونه (سودو کنوکس) که در ذیل تعریف می شود از پر کاربرد ترین 

اگر ) یک مجموعه باز غیرتهی در فضای « بعدی باشد تابع مشتق‌پذیر روی) 
جب): 1 محدب گونه (سودو کانوکس) نامیده می‌شود اگر 

۱- برای هر 261 ,6 که در 06-62۰ ,۷۶66 صدق می‌کنند داشته 
باشیم (21)5()!( ص ۱۵۱ آوریل:۱۹۷۶».ض ۲۶۵ آوریل:۲۰۰۳وبازارا و همکاران 
,۶ص ۱۴۲). 

با بطورمعادل ) بازاراو همکاران, ۰۶ ۰ص ۳۲ 

۲-برای هر )> بابرا اگر(6) ]> (16: آنگاه .> (- 6 (6 ۲۸ . 
مشتق پذیر است شکل ۱۸-۱ دو تابع محدب گونه را نشان می دهد 


۸۵ بهینه سازی غیر خطی 


مس د دود 


نه تقحر گونه و 


تا متا نت شوه 


3 ۱۳ 


تیا نی ثٍ- 


ی ۳ 
مثال ۲۹-۱ تابع ۰۲+ 0 > 2 > 00- را رسم و نشان دهید محدب نیست 


حل: شکا این تابع در زیر رسم شده است 


بررسی :یا نامساوی (06/- ( 1106 > ( ۷/006 (96- با برقرار است؟ 


۲ +۱ - 2 7 4 < (0) 
۳ 06 ۰۷( 
طرف راست: 


اک 6( (6-(06] 


۶ فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


اگر تابع محدب باشد باید همواره داشته باشیم: 
را رک ( ۳ ۱( ) 
( کک )طا) اک )۳ ۲ 0۲ 
اک ۳۲ 0۲ 
رز ۲۶ 0 
یعنی جهت محدب بودن باید همواره ۱6+ ۱( ۲۶ برقرار باشد. ذیلاً به 
بررسی این موضوع می پردازیم. 
ابتدا قسمت منفی محور ۶ ها: 
اگر ۰ > و ۲ > بت آنگاه ب < "ری ۷ < ۲و 
و دا کب < ان روطب ذر این خالت بر قراز آتیست 
گر چه اگر ۰ < * و ۷ > ,» آنگاه این نامساوی صدق می کند 
اما چون همواره این نامساوی برقرار نیست تابع محدب نیست 
راه دیگر 
شرط محدب بودن تابع یک متغیره()] در یک فاصله اینست که به ازای تمام ‏ ها 
در فاصله داده شده مشتق دوم منفی نشود. چون۶۶< 00 بازای برخی ۶ ها 
درفاصله90 > 2 > 00- منفی مین شوه شین کاب هر ار فاصله محدب نیست. 
بررسی محدب گونه (سودوکنوکس) بودن: 
دیدید تابع ۶ محدب گونه است اگر بازای هر»نو,* که داشته باشیم(06ل>(10 
آنگاه: نامسامیی :>( کت ب) (6) ۷ برقرار باشکتوجه کنید که. این تا مساوی:کر ورد 
آن زوج نقاطی باید بررسی شود که (6از(,)]بیشتر باشد. وگرنه وب هایی که 
این شرط را ندارند مشکلی در محدب گونه (سودوکنوکس) بودن ایجاد نمی کنند. 
سه حالت در نظر می گیریم 
0۱ << 761 
تسه اسفزی. اب ات 
(0(>80]ج<:> ۲-۲ ۲ << (106-( ۲0 


چون ۰> 16 - ۰96 < (,6) ]۷ پس داریم ۰> ,6-6 ۷۲۲ 


۷ بهینه سازی غیر خطی 


۲ > 1 
در این حالت (,1)5< 16 و لذا حالت نباید. بررسی شود. 
۳ 2 ۱ , (16< (+)1 ونباید بررسی شود. 


پس شرط محدب گونه بودن برای تبع برقرار است پاین منال کل 


۲-۱۲-۱ تعریف تابع اکیدا" محدب گونه(سودو کنوکس اکید) 
تن ۲ مخت کید اکین بو ضوع ۲ ات هر کات برای. ۲ اه را ۳ 
در 6 675 که در رابطه ۰<(-0 (۲۷۲6 صدق می‌کنند داشته باشیم 
(2108(؟100 یا بطورمعادل 
برای نقاط متفاوت ,2 از مجموعه 0 ۰ نامساوی (1)6ک(160 بطور ضمنی ایجاب 
کند ۰> (6- 6 ( ۰۷66 ( بازاراو همکاران:۲۰۰۶ص ۱۴۲) 
هر تابع محدبگونه (سودوکنوکس) اکید یک تابع محدب گونه هم می باشد کم بینی 
هن ۳۳ 
توابع محدب مشتق‌پذین محدب گونه(سود و کنوکس) می‌باشند (وریل۲۰۰۳س۲۶۶وریل, ۱۹۷۶ ص ۱۵۱) 
۲-۱۲-۱ تعریف تابع شبه محدب(کوازی کنو کس) 
چنانچه) یک مجموعه غیر تهی محدب در 1 باشد تابع ؟1<-:): 1 روی ) شبه 
محدب(کوازیکنو کس)خوانده می‌شود اگر برای هر 6 ,۰8 نامساوی زیر برقرار باشد 
برای تمام (6,۱> 2۲ ((۶0۸,() )3۳2 ک [ (2-) + ,]1 
توجه : 
الف) هر مینیمم موضعی تابع شبه محدب. یک مینیمم کلی نیست 
با ارف انم مین انم فبقه مخفب :سقالنه ی اه باه کل ۳ 
سی اک نها ۲ تاه مق باه شوه که ای با بافوالی رنه صو کید انم 


۸4۸ فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


مینبمم مطلی (کلی) 


شکل ۱۹-۱ دوتابع شبه محدب یاکوازی کنوکس 
منبع: (راست: بازاراو همکاران ۲۰۰۶ ص ۱۳۵ چپ:آوریل۱۹۷۶ص ۱۴۶) 

توابع شکل ۱- ۱۹تعریف تابع شبه محدب(کوازی کنوکس)را ارضاء می‌کنند مثلادر 
تابع شکل سمت چپ هر ۲ نقطه ای را که روی محور ها بگیریم مثل 2۱ و 2۲ برای 
هرنقطه بین آن دو مثل 3( ترکیب محدب ازآن دو) ((06(,)۱۷)) ۳۵6 >  )22(‏ 
اباه شک ۲ نطو فنسگ: 

كوازي کانوکس 

نست 


0ج چا 
)26 ۵6 :۶0 ((, )۶( ۶)۶) ۵۳ 4[ ب )۲ 
شکل ۲۰-۱ توابع غیر شبه محدب(کوازی کنوکس) 
در شکل ۱۸-۱ (2 ) برای کلیه نقاطی از تابع که شرط ۰<(*- ,۷۲66 را دارند 
(15< 10 برقرار است؛ پس تابع سودوکنوکس است. تحقیق کنید که تابع شبه 
محدب(کوازی کنوکس)هم می باشد. 


۸۹ بهینه سازی غیر خطی 


شکل ۱-۱ ۲محدب گونگی (36000600۳0۷6107)و شبه تحدب ( 606117 00251601۷7) 
«ص ۷۶۹ بازاراو همکاران ۲۰۰۶) 


در شکل ۲۱-۱ (۳) برای نقاط ,۸ (۷16>(66-26 منفی است و (,۶ کوچکتریا 
مساوی (ع‌واست و برای نقاط ۸ که در 2۰( - ,۷۳62 صدق می کند(16< ۳6:0 
پس تابع سودوکنوکس است. البته تابع شبه محدب (کوازی کنوکس) هم می باشد. 

در شکل ۲۱-۱ (0) گرچه برای نقاطی مثل ,۸ شرط محدب گونه بودن(سودو 
کنوکس بودن) برقرار است اما برای نقاطی مثل ,۸ این شرط برقرار نیست. پس این 
تابع سودو کنوکس نیست. تحقیق کنید که شرط شبه محدب(کوازی کنوکس)بودن 
هم برقرار نمی باشد. 

مفاهیم انواع تحدب (محدب. شبه محدب وغیرو) برای یک نقطه خاص هم تعریف 
شده است که در برخی مسایل برنامه ریزی غیر خطی کفایت می‌کند(گودوین و 
هک ایکا ات کیک رگ دی اف. رویز کرانم 
کنوکس بودن) و محدب گونه(سودوکنوکس) بودن در یک نقطه می نماید. 


۹۰ فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


3 


)2( 


۳ 21 
تابع در نقطه شبه محدب(کوازی کنوکس) است تابع در نقطه ۱ هم محدب گونه (سودوکنوکس) است 


اما شبه محدب اکید نیست وهم محدب گونه اکید 

تابع در نقطه 6 هم شبه محدب است تابع در نقطه ۱ محدب گونه ست 
وهم شبه محدب اکید محدب گونه اکیدنیست 

8- شبه تحدب 0- محدب گونه بودن 


شکل ۲۲-۱ مفاهیم شبه محدب بودن و محدب گونه بودن در نقطه 


.دامع ۷ه۵)/ععل ناه /ععع/جعا8809/0096/000 60.2 :ع1) وه ۵۱9۷ ۰۱۵۵۵۰ ۳۱0۰/۱۷/۱۸۱۸ 


۴-۱۲-۱ تعریف تابع شبه محدب (کوازی کنوکس ) قوی 

تابع 1 روی مجموعه ) تابع شبه محدب(کوازی کنوکس)قوی خوانده می‌شود.اگر 
نامساوی در بخش ۲-۱۲-۱ تعریف تابع شبه محدب. یک نامساوی صرف برای ,6 7۶ ,> 

اگرن) یک مجموعه غیر تهی در فضای 2 بعدی باشد. تابع 1<«-): ] شبه 
محدب(کوازی کنوکس)قوی خوانده می شود اگر(بازارا وهمکاران ۲۰۰۶ ص ۱۳۱) 
,6200260 10۲ ((10( ۴۵/۶6 > [ 0۱-۸ ]1 

هر تابع محدب اکید(کامل). شبه محدب(کوازی کنوکس)قوی هم می باشدبازارا 
وهمکاران۲۰۰۶ ص ۱۴۱). هر تابع شبه محدب قوی در ضمن شبه محدب است( ص 
۰ آوریل۱۹۷۶.ص ۲۶۳ آوریل, ۰۰۳ ۲قضیه ۴:ع) 


۲ 


۵-۱۲-۱ تعریف تابع شبه محدب (کوازی کنوکس ) اکید 

تابع ۶ << 5 : [روی مجموعه غیر تهی محدب؟» شبه محدب(کوازی کنوکس)اکید 
خوانده می‌شود اگر نامساوی در تعریف تابع شبه محدب نامساوی صرف باشد مشروط 
برآنکه (1010. یعنی برای هر 8>,دربد با (6/ +( داشته باشیم 
(ص۱۳۹ بازارا و همکاران,۲۰۰۶: 


(۰۱ ۷26 ((۵)/06(,۲۵۷ > (ب<(2- ۱) + )7 


٩۱‏ بهینه سازی غیر خطی 


شکل ۲۲-۱ دو تابع شبه محدب اکید را نشان می دهد. 
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شکل ۲۳-۱ دو تابع شبه محدب(کوازی کنوکس) اکید 
توجه: 

و یه تفر 
باید مقدار کمتری ازتابع را نسبت به ماکزیمم مقادیر تابع به ازای آندو نقطه به خود 
اختصاص دهد 

-توابع شبه محدب اکید(کوازی‌کنوکس اکید). از جهت اینکه تضمین می کند که 
یک مینیمم موضعی روی یک مجموعه محدب مینیمم مطلق است. از اهمیت خاص در 
سا برخوردارند (ص۱۳۹ بازارا و دگران:۲۰۰۶) 

-هر تابع شبه محدب اکید لزوماً همواره شبه محدب(کوازی کنوکس) نیست( ص 
وی ات ها یرای هار انیب ی ۲۱۳ )ولی قفت 
شرانطی شید مب اتتارلوصش, ۱۳۰ یزار هتکاران عم 

-توابع محدب. شبه محدب(کوازی کنو کس) اکید می باشند ( بازارا و همکاران. ۲۰۰۶ص ۳۹ 
به عنوان مثال تابع تعریف شده زیر روی (۱< و ,0 ,) 


۰ < 1 1 ۱ 
رز 


در تعریف شبه محدب اکید و شبه محدب قوی صدق می‌کند اما شبه محدب نیست. 
زیراا کرد تقاط رلک رن ) داریم: ۱< ((66 66,1 ۵/1 > ۰< ()1. 

-تابع محدب کامل(اکید)در ضمن شبه محدب(کوازی کنوکس) قوی است(ص ۱۵۰ 
آوریل» ۱۹۷۶ ص ۲۶۲ آوریل ۲۰۰۳) 

-توابع محدب و شبه محدب قوی در ضمن. شبه محدب اکید اند (ص ۱۵۰ 
آوریل»۱۹۷۶ ص ۲۶۳ آوریل, ۲۰۰۳) 

-تابع شبه محدب اکید کمی ضعیف تر از شبه محدب قوی است. 


-توابع محدب گونه (سودو کنو کس)» شبه محدب | کیدندص ۱۵۱ آوریل.۱۹۷۶ ص ۲۶۴ آوریل.۲۰۰۳) 


۲ فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


شایان ذکر است که یک مساله برنامه ریزی ریاضی با همه محدودیت ها از نوع شبه 
محدب( کوازی کنوکس) سهولتی در استنتاجات ایفا می‌کند. 


قضیه ۶-۱ شرط مطلق بودن مینیمم 

اگر تابع یک تابع شبه محدب(کوازی کنوکس)اکیددر یک مجموعه محدب 
ار ارو ۲ #ومفینم سوضی انم ۴ بان اناد میتی مطاق انم ۴ 
روی ا خواهد بود(ص ۱۵۰ آوریل» ۱۹۷۶ص ۲۶۳ آوریل۲۰۰۳) پایان نب لا 
شکلهای ۲۳-۱ و۲۴-۱روابط بین انواع تحدب را نشان می دهد. حال به تعربف توابع تک 
کوهانه که ازاهمیت خاص در بهینگی وهمگرایی برخی روشها برخوردارند می پردازیم. 


۰-۱ ۳اتعر یف تابع تک کوهانه 

تعریف ۱ (اقتباس از ص ۱۵۶ بازاراو همکاران ۲۰۰۶۰) 

تابع تک متغیره 10 یک کوهانه در فاصله [0بة] نامیده می شود اگر برای یک 
نقطه 26 در فاصله[0 2] ۰ (8 در [ 2] غیرصعودی و در فاصله 

(۲ ] غیرنزولی باشد. 

تعریف ۲ (ص ۱۲۲ مک کورمیک.۱۹۸۳) 

یک کوهانه بودن تابع در فاصله بسته [0 2] به این معنی است که نقطه منحصر به 


۷ د ی 
فره > 466 وجود دارد که [0 ۵]ع [(0]گعذ<( 10 > ۱۵>«۶ 


2 2 
و (10 غیرصعودی در ۶1 ۸] و غیرنزولی در [" ] می‌باشد. 
تعر یف ۲ص ۲۲۵ آوریل.۱۹۷۶ ص ۳۹۲ آوریل, ۲۰۰۳) 
تابع؟ با مقدار حقیقی در بازه بسته 2 تک کوهانه نامیده می شود اگر رت 2 


جنان وجود داشته باشد که ؟ راميني ده بازا قظه. > 2 ملع ید 


برای لگ 2 به طور ضمنی این مطلب رسانده شود که () [() ل 


1 ِ 
دانشجویانی که با مفهوم اینفیمم (]10)آشنایی ندارند به ابتدای فصل ۵ مراجعه کنند 


٩۹۳‏ بهینه سازی غیر خطی 


ب 
پبرای. ۲کوتطور خی این مطلت رسالفه قوه که رها رم 
توابع تک کوهانه لزومًپیوسته ومشتق پذیرنیستند.شکل ۲۴-۱چندنمونه تابع تک 
کوهانه رانشان میدهد. 


۷ سب 


۵ 2 
شک ۲۳-۷ خها ندیه تابع تک کوهانه 

(منبع : مک کور میک:۱۹۸۳ ص ۱۲۲ 0- آوریل,۲۰۰۳ ص ۳۹۲) 
۱-۱۳۱ تعریف تابع تک کوهانه اکید 
(ص ۴۴۵ بازاراه همکاران ,۲۰۰۶) 
تابع  -« ٩‏ < :0 را که باید کمینه سازی شود تک کوهانه اکید در بازه [طبة ]خوانند 
اگر مقداری مقل ۸ موجود باشد که تابع 9 را در آن بازه کمینه کرده و برای هر [ط 8]ع باری,2 
به طوریکه ۸۷ > ,2و(0)2 عج (۰ )۵ ,(0)2 < (2۱ )0 باشد. داشته باشیم: 


شایان ذکر است که 
-هر تابع شبه محدب(سودو کنو کس) اکید تک کوهانه اکید است ( راویندران»۲۰۰۸ ص ۲-۶) 
-تک کوهانه اکید با شبه محدب اکید معادلند(ص ۲۴۵ بازاراو همکاران ۲۰۰۶۰) 
پس توابع شبه محدب(کوازی‌کنوکس)اکید و بالطبع توابع محدب گونه(سودوکنوکس) 
همء اکیداً تک کوهانه اند. 


۲-۱۳-۱ تعریف تابع تک کوهانه قوی 
(ص ۴۴۵ بازاراو همکاران ۲۰۰۶۰) 

تابع؟1 و.. و < :۵0 راکه باید کمینه سازی شود. تک کوهانه قوی در بازه (0ام ] 
خوانند اگر مقداری مثل 2وجود داشته باشد که تابع 0 را در آن بازه کمینه کرده و 


برای [0 ]> ,با به طوری که برای ۸7 > ۸۱ داشته باشیم: 
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2 ۱ بت ند 
7 بر اس زو < 0 
ایجاب کند که 
مب مه > مه 
۱۴-۱ تعریف تابع رم 
تابع ( گرا در فاسله [طبه] رم خوانند اگرمشتق آن»( در فاسله [تابة ] پیوسته 


۳ 4 ۳ و 2 ۰ ]۰ ۳ ۰ ببس« " 1 
باشد . در غیر این صورت غیر نرم خوانده می‌شود. در شکل ۱- ۲۵ نمونه توابع نرم وغیر 
نرم آورده شده است. 


( با (ا/ 


مشنت نا بدیر نا بوسته / 


ح__ ب م‌ عسر برم بر م 


شکل ۱- ۲۵ نمونه توابع نرم وغیر نرم(راردین»۱۹۹۸ ص‌ ۳۴( 


۱۵-۱ تعریف تابع صعودی و تابع نزولی 
(سیلورمن»ترجمه عالم زاده ۱۳۸۵۰ ص ۷۳ ) 
تابع ۹ تعریف شده روی مجموعه خ ک یو میک ها که واه تیگ 
اکر برای هر 2 > 1 
6۸۱ 9 وا ز ک زو از 
تابع ۹ تعریف شده روی منزولی است اگر 9ب ۳ 
6 ۷ ,61 2 () < (,)[ 


در تعریف فوق اگر برای هر ۶۲ > ۱  )06۲(,‏ > () [ يا (6)] <  )۱(‏ 
باشد تابع بترتیب اکیداً نزولی یا اکیداً صعودی خواهد بود. شکلهای ۲۶-۱و۲۷-۱ نمونه 


توابع نزولی و صعودی را نشان می دهد 


ص۱۸۰ .۱06 ۷۷۵۵06۷۷۵۲۲ بمم‌تامهمطه]۱ طانه ممتجماعی مه عاموطمل‌ننن0 ۸ 0:۱۹۹۱,ل,علکنا20ظ بیط ,ععامم0 ۱ 


۹۵ بهینه سازی غیر خطی 


سس ی ۱ 1 
4 )۴ 


:سس لش تست را 


۳ و5 #5 


1 02 


۱۶-۱ روابط بین انواع تحدب 
قضیه زیر رابطه بین چند نوع تابع محدب را بیان می‌کندوشکل های ۲۲-۱و ۲۲-۱ 
رابطه چند نوع تابع محدب را به تصویر کشانده است. خلاصه‌ای از انواع تحدب در 
جدول ۲-۱ آخراین فصل دیده می شود. 
قضیه|- ۷ مربوط به رابطه انواع تحدب 
با توجه به اختصارات زیر برای انواع تحدبر برگرفته از پونشتاین» ۱۹۶۷) 


محدب گونه بودن اکید - ۳0۲ تحدب اکید(کامل) 56 
محدب گونه بودن - ۳6 تحدب معمولی ك( 
شبه تحدب 00۳2 شبه تحدب اکید -۹00 


الف) 96 کانوکس()) هم شباشد؛ کانز کس :۳ هم است؛ /)درضمن هم استت.. [ 
6 تحت شرایطی أ] در ضمن 0 هم سینت هم چنین 

ب) ۳درضمن )900هم است 

ج) در ضمن 5۳ هم است. پابان تن گا 


0 

او جمع0ناموم ]ماو ۲ 
اتوجمی (روفطنلتم) ۲ 
0000۵۵ هون 
۵0۵ 16و * 
۱۱۱۳ 


۹۶ فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


مد لب گونه 1 
(سردوکرکس ) 


شکل ۲۸-۱ رابطه بین چند نوع تحدب «بازارا و همکاران.۲۰۰۶ ص ۷۷۲۰) 


برطبق شکل ۲۸-۱ " محدب. محدب گونه (سودوکنوکس) و شبه محدب(کوازی کنوکس ) " 
به ترتیب از قوی به ضعیف قراردارند و قبل از نازل ترین نوع که شبه محدب باشد نوع 
شبه محدب اکید جای دارد. 


۱۷-1 تعریف استقلال و وابستگی خطی بردارهاء طول بردار و تعریف نقطه منظم 


۱-۱۷-۱ وابستگی واستقلال یک محموعه بردار 
نک قرو برار سک رتش اب تطیر اع اگوی کر قوضی توا 
وه ورن که بزح از آنها صفر نباشد» وجود داشته باشد که ۰< ور را هه 4 ۵ 


پا 0 - ,6,۷ ؛ در غیر اینصورت بردارها مستقلند. 


[ <۱ 


«ممصنلامی ۱ 


۹۷ بهینه سازی غیر خطی 
حالت خاص 
اگر ماتریس حاصل از اين بردار ها یعنی ماتریس (,رلوسو) مربعی باشد و 


بردارها همخط باشند برای 7 ( بر6و6) رابطه 
ار ی )0۳ کر 6) < ۳ 
2۱ | 


در صورتی برقراراست که دترمینان ماتریس مذکور صفر باشد. 


را اک خ تیان ی نان ما تین کی داش با ( یس 6 که نخلای 
فرض است. پس اگر ماتریس شامل بردارهای (,6(و-۱5) مربعی باشدو دترمینان آن 


صفر باشد بردار ها ی ( ,رک وه 6) وابستگی خطی دارند. در صورتی که دترمینان آن 
هر یی | مهم نها سا ای نز 

۱ 
مثال ۴۰-۱ آيا ۳ بردار "(۲,۵,۵) < ,> (۱,۱,)< ,۷۶ ۱۱|< 5 وابسته اتد؟ 

۱ 


حل 
چون ۰< ۰ ,3+ 26 یا ۳ 2 با پس این ۳ بردار همخط يا به طور خطی 
وابسته اند زیرا یکی به صورت ترکیبی از ۲ تای دیگر است؛ 


راه حل دیگر 


1 

چون دترمینان ماتریس 1 |صفر است؟ نتیجه می شود ان بردارها 
1 
1 


۱ 


و لیبرمن»۱۹۶۸ ص ۶۱۴ زیرا دترمینان ماتریس صفر نیست؟ نتیجه 


مخ سم بر پم 


۹۸ فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


۲-۱۷-۱ طول بردار 
همانطور که از جبر خطی می دانید طول برداری که ابتدای ی مبدا و انتهای نقطه 
3 < 1 باشد و با ۱ ۳ نشان می‌شود برابر است پا: #یر+...+ ید | تا 


۱--۲-۱۷ تعریف نقطه منظم( ۲داعع۲) 

برای تعریف نمودن نقطه غیر منفرد" (منظم) در مساله غیر خطی(.]۷) سه حالت 
تمیز می‌دهیم: 

سالک 0۱ مسالهة غی خطی با مخدودیت فقظ سای *ع ز ابو 

صالت ۷۲ مساله غب خطی با مجدوویت. کر )8 

شالت 6۳ له غب خطی با فیق عالخ. ۲3 


۱-۳-۱۷ تعریف نقطه منظم در حالت ۱: در ۳[ با محدودیت فقط تساوی 
در یک مساله غیرخطی 1 با محدودیت فقط تساوی ۰( ») ب] 
نگ فطه زردان شاتی عم تاسفه ف شوه گر بر ان له ۳۸۱۷ ها 


-۲-۳-۱۷ تعریف نقطه منظم درحالت ۲: در 1.۳[ با محدودیت نا مساوی 
نقطه(بردار) شدنی؟ منظم نامیده می‌شود اگر در آن نقطه گرادیان توابع محدودیت 
های تساوی آور" ( بعني (0-(6ع :)161 ,(۷۵,6) مستقل خطی باشند (س 
۶۹برت سکاس,۱۹۹۹). 
۳-۳-۱۷-۱ تعریف نقطه منظم در حالت ۳: در ۱۳ با محدودیت تساوی و نا ساوی 
نقطه شدنی 1 منظم نامیده می‌شود اگر گرادیان توابع محدودیت های تساوی آور 
در آن نقطه یعنی[8,)۲(<۰ : 1< 1 1 «(۷8۵:)۲ و گرادیان محدودیت‌های 
شاوی کر آن قطه بعیی باه (۲) ۷۶ ها اما مسل خی باشته زص. ۲۰۵زا راد 
همکاران. و ۵۳ 


۲ معادل داده شده پرای 00186 16۵۷12۲ در سایت ۵://۷۷۷۷۷۷۰۵۵۲۹۵016,00180ظ! 


عصن‌مزه ۲ 


۹۹ بهینه سازی غیر خطی 


قر عفارخ ففق گاه کته خی شفه شرانظ صااحیت ,دی مستقان خط ( 0و ۲ 


برقرار است 
۱۸-۱ تعریف ۲۳جهت: کاهش ۲ » افزایش " و فیوتنی 
تعریف جهت کاهش 


جهتی بنام جهت کاهش يا نزول در کتابها مورد استفاده قرار می گیرد که۲ تعریف 
ذیلاً برای آن ذکر می گردد: 


تعریف۱ ( ص ۱۳۳ مک کورمیک.۱۹۸۲) 

بردار 4 از نقطه» واقع بر تابع (*۰86 یک جهت کاهش يا نزولی نامیده می شود اگر 
حاصلضرب اسکالر ۲۶60 ۵ يا 050 ((۲۶۵۵). 

برای وجه نامگذاری در این تعریف توجه کنید 
طبق بسط تیلوره(2 - ) *(,)۷۶ +  ).(‏ 2 ()۲؛ اگر بخواهد مقدارش 
ذر + ۶ > از مقدارش فر م2 کمتر باشد (۸ یک عدف اسکالر است) 


باید۰ > (مل2 - )() ۷۶ < (م) ‏ - (د) 


لذا ۰ > ۷)(۳20 يا ۰ > ۷/)2(۳0 (رائو »۱۹۹۶ ص۱۶۴). 


تعریف ۲ ( ص ۳۸۴ بازاراو همکاران,۲۰۰۶) 


بردار 1 از نقطه» و واقع بر تابع (10 . یک جهت کاهش نامیده می شود اگر 
هن 


: ْ :۲ ۱ 
۵ موه تقوم عععم م106۵ تهمطز [ 
نصععدع0 گم حمناهع‌تن عصمنامع‌تن کطهعوعل ۲ 


اصععمه هو صمناهعننل عومتامعتنل اصععوح ۲ 


۳۰ فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


اک 


1 بجع - (۲) ۲۶ 


بررسی تعریف اول: 


۷ ),۲,( < 


ی 9 ۷۲6-۰ 4 

بررسی تعر یف دوم: 
َ 1 
حال ببینیم آیا شرط تعریف دوم هم برای جهت ۳ < 4 در نقطه 3 - 3۲ 


ور (*) ۶( + ) ظ ِ 


1 
/۳ بر 

1-4 5 - / 1 ك 
- ۳ ی ِ« 
[ 3 دلم)+ 2 ( مرج ۶ 


۶ )(-( )1/3|-۷/۱+3-2 

2- [3-2۷3/)+ (- رن 

2 جر ۸ *0جز 

با افزايش ۸به سمت صفر مثبت حاصل رادیکال در صورت کمتر از ۲ می‌شود. لذا 
حاصل صورت منفی و حاصل کسر نیز منفی خواهد شد. پس در تعریف دوم هم صدق 


1- 
می‌کند و طبق این تعریف هم ۱ )4 جهتی کاهشی(نزولی) است. بایان مدا 


#6 


عذ بهینه سازی غیر خطی 
تعریف جهت افزایش 
بردار 61 از نقطه م26 بر تابع (862 یک جهت افزایشی نامیده می شود. اگر برای 
حاصلضرب اسکالر بردار و گرادیان در ۷)۴,(,0<۰:۷ یا ۰ < ()] 0۴.۷ . 
تعریف جهت نیوتنی 
اکر ۶تابعی از در فضای 8 بعدی باشد چهت 680 ۲ [(2) 4-1 کاه 


جهت نیوتنی در 6 نامیده می شود. واضح است که درتابع (متغیره باشد. رل سوت 


۱۹-۱ باد آوری بسط تیلور تابع 
چون بسط تیلور در برخی الگوربتم ها کاربرد داشته ویا برای یافتن تقریب خطی 
تایه یر ی ٩۱‏ اس فان کمک کرفهه دیا ات مس دایم ود 
برای تابع چند متغیره (800 بسط تیلور تابع حول نقطه #ا چنین است: 
۱ < (۲) ] 
قد ج از ۲۱ ( ۱۲ 7 + ( )۲۷( - د) 1 + (10 
که درآن ( )۷ و ( )۳1 به ترتیب گرادیان و هشیان تابع در نقطه ۲ است 
وبه طور جزیی تر: 
بسط تابع یک متغیره حول ۸ 
(ه) ۴( +( ۴( +ب(ه) ز-(ع) زر 
بسط تابع دو متغیره حول بة ۱ 


ره < رد ره )+ +( ۶-( ده ۶ 


۳ 2 (9- رز)(۵- )2+ 
بسط تابع سه متغیره حول 6 ,8,0 
د ددم ِ 2-0 (2- )+ 3 (عض) ز(ه م۶ 


2 <۵,( <,2 26 


۲ 20 ,( 2 


۳۲ فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


۲۰-۱ تعریف برنامه ریزی محدب 
در مساله مقید زیر 
(۶) [< ۷۲102 
.5 
1۱۲.0 5(>۰)ع 
6و۱ 1 2۰ (5),ط 
( زیر مجموعه۳) 2 > ۲ 
ی ۲ 
اگر ] وزع ها محدب و :0 ها خطی باشند مساله محدب نامیده می شود«(قتباس از راردین۹۹۸. 
شاان کر اییت که 
یکی از یی های,سائل بزامه رف محوب اش که (کرظهای زافت (فون که 
نقطه بهینه نسبی آن باشد نقطه بهینه مطلق آن نیز می باشد. 
-چون توابع خطی را می توان محدب دانست برنامه ریزی خطی( 1 )نوعی برنامه 
ریزی محدب است؛ در ضمن یافتن یک جواب شدنی اولیه در شرایط مناسبی از تحدب. 
از طریق حل یک مساأله 1۳ در مراجعی نظیر بازاراو همکاران(۲۰۰۶) ص ۷۹۶توضیح 


داده شده است. 


۲۱-۱ معرفی ۲رویکرد در بهینه سازی: جستجوی خطی وجستجوی ناحیه اعتماد 
در بهینه سازی اساس تعداد زیادی از الگوریتم‌های بهینه سازی توابع را جستجو 
تشکیل می دهدو در این رابطه به ۲ راهبرد که اصطلاحاً جستجوی خطی و جستجوی 
ناحیه اعتماد دارند بر خورد می شود به طوری که در ادبیات بهینه سازی» روشهایی 
مانند الگوریتم جستجوی خطی الگوریتم های ناحیه اعتماد (اطمینان)" و الگوریتم 
های نقطه درونی معرفی می شود و باگاه الگوریتم هایی ارائه می شود که ترکیبی از 
آنهاست مانند "الگوریتم نقطه درونی با گام های ترکیبی جستجوی خطی و ناحیه 


طمنوعه مصزا ۱ 


«منوم او ۲ 


۳ بهینه سازی غیر خطی 


اعتماد برای بهینه سازی غیر خطی " (رجوع کنید به خواجویی ۱۳۹۰۰). لذا درخاتمه 
این فصل اجمالا این دو رویکرد تعریف می شوند. 
در بهینه سازی یک متغیره به فرآیند جسنجوی نقطه مینیمم کننده تابع بر روی 

یک خط مفروض. جستجوی خطی گفته می شود.(اقتباس از لیون برگر + پی,۲۰۱۶ 
ص ۲۱۳). وبه طور کلی منظور از الگوربتم های جستجوی خطی در کمینه سازی 
الگوریتمهایی است که در هر تکرار از جهت های کاهشی با یک گام مناسب و منطقی 
برای کمینه سازی توابع استفاده می کند. جهت کاهشی می تواند جهتی مانند جهت 
بیشترین کاهش یا جهت نیوتنی یا شبه نیوتنی باشد. در کتاب حاضر از چند الگوریتم 
دارای عنوان جستجوی خطی برای کمینه سازی مسایل غیر مقید استفاده شده است. 
نمونه این روشها روش بیشترین کاهش(19) وروش نیوتن است. . 

منظور از الگوریتم های جستجوی ناحیه اعتماد الگوریتم‌هایی است که هر تکرار 
لن عمدتاً مبتنی بر تقریب تابع وجستجو در داخل داخل یک ناحیه است. در این 
رابطه برای توضیح بیشترذیلاً نقل قول‌های از ۲ پایان نامه آورده می شود. 

"تاکنون روشهای زیادی برای مسایل ماکزیمم سازی یا مینیمم سازی معرفی 
شده آند. از جمله این روش ها می توان به روشهای نیوتن. شبه نیوتن ( همراه با 
جستجوی خطی). ناحیه اعتماد و اخیرا نقطه درونی اشاره کرد... در روش جستجوی 
خطی, ابتدا یک جهت کاهشی, یعنی جهتی که تابع هدف در این راستا کاهش می پابد. 
پیدا می شود؛ سپس در تکرار جدید. حرکت در امتداد این جهت. به اندازه ای مناسب 
صورت می گیرد. این مقدار حرکت طول گام نامیده می شود "(اخوان» ۱۳۸۹). به منظور 
موفقیت نه تنها باید طول گام خوبی برای روش انتخاب شود. بلکه تعیین جهت مناسب 

۱ 2 2 

جستجو نیز موثر است. 

" روش های ناحیه اعتماددر هر تکرار از اطلاعات تکرار جاری استفاده می کنند. 
به این صورت که در تکرار 6 ام با در نظر گرفتن یک ناحیه به شعاع با حول نقطه ۶ 


تابع [ را در این ناحیه تقریب می و (اسکروچی. ۳۵۳۴ 


۲۰۵0.4۴ ,/تصمعومط ۰ ۲ /صمتامم5/۱۰۰۰۲۶۲۱۱۲۲۰۵۳۲/۵۳۵۵6احمصصیعم »هیآ تمفطه ها ووط ۲ 


۳۴ فصل اول کلیات و مفاهیم اولیه 


شکل ۲۹-۱ جهت وگام در جستجوی خطی و ناحیه اعتمادر ص ۶۶ نوسدال و رایت/۲۰۰۶) 

روش های جستجوی خطی و ناحیه اعتماد به کمک تقریب درجه ۲(کواد راتیک) 
از تابع مدنظره گام تولید می کنند. شکل ۲۹-۱ برای تابع درجه ۲ در تکرار 1 ام 
کنتورها رابا خطوط مقطع نشان می دهد. یک نمونه گام و جهت هر ۲ نوع جستجو در 
شکل نشان داده شده است. برای مطالعه بیشتر می‌توان به مراجعی مثل فصل ۴ 
نوسدال و رایت(۲۰۰۶) مراجعه نمود. در ادامه فصل جدول ۳-۱ ویژگی انواع توابع 
محدب را نشان می دهد. 

ان مع العسر یسرا 
امام صادق (ع)( تحف العقول ) : 


لیس من احد. و ان ساعدته الامور. عستخلص غضارة عیش الا من خلال مکروه 
۳ م2 ۰ 
سکاسال وطراوت ری را 2 از ای الامات برست ارو هم حُر اوصضع رو 


و۶۷۷۲ ,۱۵6602۱ ۲ 


جدول ۲-۱ تعریف و شکل چند نوع تجدب 


9 
9 
8 / ۲ 
> | ۲ 
«6 
4ج 
2 
ح 
۵ 
ات 
[) 
5 | ۲ 
> 
«6 
4ج 


شرط ۲26۱و 
بل > ۷ 


تهی محدب 


6 با > ۷ 


یک مجموعه غیر تهی 


محدب 


رابطه 
>[ ,۱-2 + (]1 
( +2۳6 


اک > 


۲ +0۵ 
10+ ۱-710 


> 


0 ۹ 
(ص ۳۷۷ کتاب تحقیق پیشرفته. مرحوم دکتر 


اصغر پون ۱۳۸۱) 


[محدب کامل) (۲)۶ 
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(ص ۷ کتاب تحقیق پیشرفته. مر حورم دکتر اصغر پور ۱۳۸۱ ) 


ملاحظات 


مر جح 


بازارا(1* 


۰ ۲ص ۷۳/۸ 


کلیات و مفاهیم اولیه 


جدول ۲-۱ تعریف و شکل چند نوع تجدب 


9 


و نم مه 
۱۵۸1۲032-0 


شرط ۲26۱و 
ن) یک مجموعه غیر 
تهی محدب باز 
ون ۷5 
(,)1< )1 

۷( ۱۷۲۵ 
۰( - ,() 
پا بطورمعادل اگر 
(,۶)] > () ] آنگاه 


۲۷۶ 6 - (> 


(ص ۲۹۵ 


آوریل ۲۰۰۳) 


مر جح 


بازارا(۲۰۰)ص ۷۸ 


جدول ۲-۱ تعریف و شکل چند نوع تجدب 


وج 


۱۵۸۲۲۵0۵ 00۳0۵90 ۵6 


۳و چ کی مک 


شرط ۲6۱و 
ن) یک مجموعه غیر 
تهی محدب باز 
ول عد ۷۲ 

۱۷۲ (۲ 


)( 2 ( 


رابطه 


10(<16( ۶ 


نمونه شکل تابع 


محدب گونه ( سودو کنوکس ) و محدب گونه اکید(گیورگیو و همکاران,۲۰۰۸) 


+ گج > (هم) ر 


مر جع 


بازارا(۲۰۰۲)ص ۷۸ 


کلیات و مفاهیم اولیه 


جدول ۲-۱ تعریف و شکل چند نوع تجدب 


هن 
شرط 6۲۱, رابطه 
بل 6 ۷ 0-2 + )۲ 
یک مجموعه (()و() )۳9۵ ک 
یز تفن مانب 
(۱ ,) > ۸ 
ی 
) 
1 
5 | .] 
[ی 
مد 


نمونه شکل تابع 

تابع کوازی کنو کسی که محدب هم است تابع کوازی کنو کسی که محدذدب یست 
کوازی کثوکس هم سودو کنوکس و 

بر سودو کنورکس 


هم کوازی کنرکس 


مر جح 


جدول ۳-۱ تعربف و شکل چند نوع تجدب 


ح 


۱۵۸۱۲03-1971 6 


و کت ۳ 
6 ۱۵۸1۲00-1590 


شرط ۲26۱و 
که فیحانت 


)ات 5 ۷ 
با 


۷ ۲. 6 
10(۶0( 


| ) یک مجموعه 


اک کی وت 


> 021) ) (۶, ([ 


رابطه 
[ 0-۲ + )1 


۸ >), ۱( 


۲) +) [ 


(۱ ,) ع (۸ 


نمونه شکل تابع 


یک تابع شبه محدب 


[(,) ,)002/1 4 (کوازی کنوکس) قوی 


ایب ال با سس 


کوازی کنوکس 
سا نه کوازی کتوکس اکید 


(() ۲ ,وا 


0 ۱۳۳ 


مر جح 


کلیات و مفاهیم اولیه 


۱۱ 


تمرینات 


درمسایل زیر,ناحیه شدنی را مشخص و لاقل ۲ منحنی هم تراز تابع هدف را رسم و 


جواب مساله را تعیین کنید. 


9-۱-۱-۱ ص ۲۵-۲۴ مک کورمیک.۱۹۸۳) 
رید + ,)108 1۷۲2 


«۰ 


2 2 
0 > رد 1 < رد 4 ک رت + رد 


7- (۱-۱- ص ۲۵-۲۴ مک کورمیک,۱۹۸۳) 


سس ز 
5 اس 


راهنمایی: از شکل تابع چگالی توزیع نرمال استاندارد بهره بگیرید. 
راتاخاص ۲۵-۲۴ مک کفرهیک :۱۹۸۲ 
7 - ,۲ ۷110 
9 
(0 2( مت (1- ت) 
اک بز > 2 


۲ امک کرک ۱۱۳ ای 3۵ 


گرادیان و هشیان توابع زیر را بیابید. در مورد ۸ شیب خط مماس بر کنتوری 


(منحنی هم ترازی) که از نقطه (۱و۱)می‌گذرد را بدست آورید( ,7 محور افقی است). 


کلیات و مفاهیم اولیه ۱۱۳ 


ی نز - ۸ 
72 مب (ر2 + )0609 ع رو ور 2 :2) ار - و 
ورب (ر ,)2 ع (و۲ور ۲( ) ز 0 
۵-توابع زیر را درنظر بگیرید. 
ان لک ...2 
]| |1- 2 1- ود و۲ ,) 1 
هس ۱ نچده [د 
,۱2 0 1 1 
,۳ 
هب[ ٩‏ 0 | ود || 2 1 1و۲ و۲ ,2) 200 
,۳ 
۱ نا 2 0 


اش ی اه کر توب تا ور اه که که بسن ۰ ۲۷2۹۲ 


ذکر شد در مورد تحدب تابع 5- 3+ 22 (و۳نم۳) گ اظهار نظر کنید. 


۷-شان دهید ظ+ 0( ) هم محدب است و هم مقعر. 

۸- آیا توابع زیر محدبند؟ 

-(۲) ۶ 
و 


1 
و 22 + 26 ( تدم ع) 0 ِ 
ور 4۲ - 46 - و3 + و ر2 + م برع ( وعد 
۱ 
- آیا بردار های "(۲,۵,۲) < ,۷ (6:۷۱< ,۷ |2۱ هم خط می باشند؟ 
۱ 


۱۱۳ 


۱۰ ص۱۲۸ _)٩:۷۵2۹)۵0/0)۱۹۷۵‏ ویژگی شبه تحدب( ۰۵00۵91000۷00 را که از 
توان کمتری نسبت به تحدب برخور داراست. می توان چنین هم تعریف نمود تابع ؟ 
روی مجموعه غیر تهی محدب ۸ در "15 شبه محدب(کوازی کنوکس)است اگر مجموعه 
([ > ()۱) < ۲ برای تمام مقادیر حقیقی 2 محدب باشد. با به طور معادل 
برای تمام ۰>2.>۱ وتمام 2۶ ,6,16 داشته باشیم: 

((0؟و(6) ۳21 ک [ ۱-2۸ + 162۵ 
حال نشان دهید تابع " شبه محدب(کوازی کنوکس) است. آیا محدب گونه(سودو 
کنوکس) هم می باشد؟ 
تخوابان که نی و سای ما ۲ ۲۹ م سامت موزل 
اکندا شک میت استا ها میب کون شی: 

راهنمایی: اگر ثابت کنید برای تنها یک نقطه هم مثل 2۰ لاب > با تعریف 


محدب گونه ( +" ()#878 ۳) بودن صادق نیست. تابع محدب گونه نیست. 


۱ -آوریل۱۹۷۶ ص۱۷۹ آوریل,۲۰۰۳ ص ۲۱۳) 
ارب کرت [] بت ۲ بت 0 ,ار ) ۲ :2:1 ۸ 6 5 () اسان 
دهیدکه تابع 7 محد ب گونه اکید(سودوکنوکس اکید) است. آیا شبه محد ب(کوازی 


کنوکس) قوی هم می باشد؟ 
ب)حال نشان دهید "7- <  )1(‏ روی همان مجموعه 1 تعریف شده در قسمت الف 


تا کون ای بای ایا تایه یه مخدی( وانی خه قیاقد 


۲ -مساله یک متغیره زیر را در نظر بگیرید 


۸:۲ 7 < ۲ 
5. 
)0-۱(۲ ۱ 


03۳0۱01۱۱ ۱ 
ا .۵۱۵1۵06 ۳۵6۱۵۵0۵60۵۱۷۵۵۴ /۴۱21۳۱۷۷۵۲۱۵۰۷۸۷۵۱۲۲۵۲۱۲۰۵۵۲۱۱//: 09 ۲ 


کلیات و مفاهیم اولیه ۱۱۴ 


مطلوبست الف)تعیین ناحیه شدنی ب) جواب بهینه ازراه ترسیمی 
۳ مطلوبست رسم چند منحنی هم تراز تابع سس < 
۳ -نشان دهید توابع زیر طبق تعریف محدبند 
لد ال «. 22۲۲4 20 ونیز مورا رمکردده 
 )( "2‏ (0< :ر «لست  )«(‏ 


یو ای زان اتف سس ریغ 

یک شرکت واردات و فروش یک ماده شیمیایی علافه مند است که ابعاد یک نوع 
جعبه طوری طراحی شود که مجموع هزینه بسته بندی و حمل این ماده در ماه مینیمم 
و شرایط زیر رعایت شود: 

الف) مقدار ماده لازم در هر ماه هزار اینچ مکعب است 

ب) شکل جعبه‌ها مکعب مستطیل و مجموع سطع دو پهلو و سطع زیر آن حداکتر 
ده اینچ مربع باشد. 

ج) هزینه جنس پوشش دو انتها برابر ۲۰۰ واحد پول در هر اینچ مربع بوده و 
جنس پوشش درب جعبه هزینه ای برابر ۳۰۰ واحد پول در هر اینچ مربع دارد. هزینه 
جنس پوشش دو پهلو و زیر قابل اغماض است. 

د) کرایه حمل هر جعبه ۲۰۰ واحد پول است 


۰ << 26,2 ,۲۰ > ۲۷2 + 2 ر تست ۲0۵ 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت 


| 
پحچته ساژق ثیر 
قاس 
شم و بت ی گنس ود 
وحه و دیت 


۶ برنامه ریزی غیر خطی 


۲ 


بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت! 


هدف فصل 


در این فصل هدف این است که چند الگوریتم بهینه‌سازی توابع تک متغیره 
غیرخطی در غیاب محدودیت توضیح داده شود. 


۱-۲مقدمه 

گرچه استفاده مستقیم از مشتق در بهینه سازی توابع غیر خطی یک متغیره امری معمول 
است ولی همواره حل از این طریق کار گشا نیست. لذا الگوریتمهایی برای بهینه سازی توابع 
یک متغیره غیر خطی که يا از مشتق استفاده نمی‌کنند يا به طور غیر مستقیم در یافتن 
ماکزیمم یا مینیمم استفاده می کنند توسط پژوهشگران ارائه شده است و اين فصل بآنها 
اختصاص داده شده است. 

شایان ذکر است که این الگوریتمها ی جستجو اساس بسیاری از الگوریتمهای 
بهینه سازی غیرخطی را تشکیل می دهد توضیح اينکه بسیاریی از الگوریتم های بهینه 
سازی غیرخطی چنین عمل می کنند(ص ۲۴۴ بازارا و همکاران۲۰۰۶): 

با داشتن یک نقطه اولیه مثل »6 یک بردار جهت مثل ‏ یافته و باطول گام مناسب 
»نقطه جدید ,2,1 ,16 را بدست آورده( شکل ۱-۲) فرایند تکرار می‌گردد. یافتن:7 


عصتصصصهع ۲۶۵0 محعصتلممآ 0عصنهاوممعصنا رماممتته۲عماومنه ۱ 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت ۱۷ 
شامل حل مساله کمینه سازی (,0+ ,)1737 است که یک جستجوی یک بعدی در 


باشد یا فقط مقادیر غیرمنفی یا ۸هایی که ,20 را شدنی می‌سازد در برگیرد. 


() ز 


و 4 بل 
1 ص01 


ك_ 2 


۹ 


شکل ۱-۲ نقطه تکرار > ام و (16+۱) ام 


حال این تابع یک متغیره (00 را در نظر بگیرید که باید کمینه شود یک راه 
کشک بای انشنگه که هقی ایغ بفتن ۰ 0 تراضفر فران هه از ارم دس 
آوریم. اما توجه کنید که غالباً ابه صورت تابعی مثل ازچند متغیر است به ویژه با 

داشتن بردارهای. 26 01 در خیلی موارد 0 به صورت زیر می باشد 
هب-0 


او تابع ؟ یه ند یا 0 هم مشتة پذیرنخواهد بود. گر تابع ؟ یه پذیر 
باشد آنگاه ترانهاده بردار 0 را به 6 نشان داده وداریم : 


و 00-0 

برای یافتن یافتن آن مقدار 2 که (00 را صفر می‌کند: بایدمعادله 

۰ < (20 + )۲ 2 حل شود که غالباً غیر خطی بر حسب 2 است وحل آن گاه 
ساده نیست و به علاوه 2 حاصل از (/)0 لزوماً مینیمم مطلوب نبوده و می‌تواند 


۱ هد ۳ و ۱ ۱ ۳ 9 
مینیمم موضعی يا نقطه دیگری موسوم به نقطه زینی باشد. لذا عموما بجز موارد 


۳ نقطه زینی در فصل ۲ آشنا خواهید شد 


۱۸ برنامه ریزی غیر خطی 


خاص از صفر قرار دادن مشتق اجتناب و در عوض از تکنیک‌های عددی برای مینیمم 
کنو تیه ۲ دهم وه از ایام اقا او ماه ۲۳۳ 
ذیلاً یک مثال برای درک رابطه 1 فوق الذکر در حالت یک متغیره ذکر می شود. فرض 
کنید 2 (0). طرف چپ رابطه آ با توجه به : 
2+ ۲) <( 20+ ) < ()0 
چنین است: 
( 20 + ) 20 - (02 - طرف چپ 
برای یافتن طرف راست رابطهآ یعنی (36+2) ۷ توجه کنید: 
 1( 2۷ ۴ 0 + 22(- 26 + 22(‏ 


( ۸۵ + 2« 0- طرف راست 
لذا دیده می شود که رابطه ] بر قرار است. 


۱1-۳-اتعریف بازه عدم قطعیت 

در مساله کمینه سازی تابع (/ مشروط برآنکه 260 > 2 باشد بازه [9 2] بازه 
عدم قطعیت نام دارد: زیرا مشخص نیست که آن مقدار که تابع را مینیمم می کند 
درکجای این بازه است در حین جستجو برای یافتن جواب اگر بتوانیم بخش‌هاتی ازاین 
بازه را حذف کنیم بازه عدم قطعیت کاهش می‌یابد. به کمک قضیه زیر می‌توان بازه عدم 
قطعیت راکاهش داد. 


قضیه ۱-۲ 
ص ۳۴۵ بازارا و همکاران(۲۰۰۶) 
فرض کنید تابع ۶ب 02(:15 در فاصله [0 2] شبه محدب(کوازی کنوکس) اکید 
باشد و ۱1,2 ۲ مقدار متعلق به فاصله [0 2] باشد به طوری که .2 حال 
حالت ۱) اگر (00(<00 آنگاه (00(<00 برای تمام [2>]2,7. 
حالت ۲) اگر (00> (60 آنگاه (662(<0 برای تمام [0بل)2. 
پایان تن گا 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت ۱1۹ 


مک 


شکل ۳-۲ حالت ۲در قضیه ۱-۲ شکل ۲-؟ حالت ادر قضیه ۱-۲ 


۲-۱-۲ معیار کارائی روش‌های جستجوی خطی 
برای مقایسه روش‌های جستجوی خطی. نسبت کاهش تعریف شده در زیر مورد 
استفاده واقع می‌شود(بر اساس بازارا 9 همکاران۶ ۳۰۰ ص ۴۳۹ ۲): 


بمّ 
1 < ] معیارکا رایی 
که در آن 
بآ طول بازه عدم قطعیت بعد از اخذ « مشاهده 


۷ 


بآ طول بازه عدم قطعیت اولیه قبل از شروع به مشاهده 


هرچه این نسبت کمتر باشد کارائی بیشتر است. منظور از مشاهده محاسبه تابع در یک 


مه مه 


روشهای جستجوی فاقد استفاده ازمشتق برای تابع | متغیره بدون محدودیت 
در این قسمث چند روش جستجو که از مشتق برای کمینه سازی توابع یک 


متغیره در محدوه بسته استفاده نمی کند تشریح می شود. این روش ها دو گروهند 
(ص ۲۴۶ بازاراو همکاران:۲۰۰۶و ٩1۷۵21120665]201611۹۷۵‏ ص ۳۴۴): 


روش های جستجوی ترتیبی نقاط 


نومه میاممصهالبوز ۱ 
هه آمتامعنوع5 ۲ 


1 برنامه ریزی غیر خطی 


در نوع اول تعدادی نقطه ازقبل تعیین و از نتایج مشاهدات در یافتن نقاط بعد استفاده 


نمی‌شود. در نوع دوم مقادیر تابع در دورهای قبلی برای تعیین نقاط بعدی بکار می رود. 


۲-۲ روشهای حستجوی همزمان(562۲00 عاهه‌صهلبصطنع) 
در روشهای موسوم به جستجوی با هم يا همزمان چند نقطه ازقبل مشخص و 


مقادیر تابع در آن نقاط تعیین شده و به کمک این مقادیر در مورد نقطه بهینه اظهار 


نظر می گردد. از جمله روشهای جستجوی همزمان. جستجوی یکنواخت می‌باشد که 
ذیلاً با آن آشنا می شوید. 


۱-۲-۲ جستجوی یکنواخت ! 
فرض کنید (00یک تابع تک کوهانه [اکید]" مانند شکل ۵-۲ است که بدنبال 


یافتن مینیمم ان در بازه [,حاحط . ,۵حه] می باشیم. 
(0و 


شکل ۵-۲ شکل تابع تک کوهانه برای جستجوی یکنواخت 
در جستجوی یکنواخت یک سری نقطه از قبل در فاصله عدم قطعیت[,0 ,2] مشخص 
می_کنیم به طوری که [, ,۵] به تعدادی زیر فاصله با طول مساوی 8 تقسیم گردد. 
۱5+ 9 6 ۲+ ,3 3 
۱(5+) + 2 5 84 


شکل ۲- ۶ تقسیم بازه [,0 2] به تعدادی زیر فاصله با طول مساوی 6 


( ص۳۶۷ 11206/6]20161,1۹۷5 5۱۷22 )طمت2عو 6تامناهطر ۴‏ 
آتک کوهانه اکید با شبه محدب(کواز ی کنوکس) اکید هم ارز است(بازار؛ ۲۰۰ص 6۲۵3 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت ۱۳ 


نقاط بینابینی را با 2+10 , 1-۱0۲,...,۷ نشان می‌دهیم. مفدار تابع 0 را در تمام 
ا ناساس تفمتمی مریم خی کف ای اه ام ای 
باشد که کمترین مقدار 0 دارد. اگر تابع شبه محدب (کوازی کانوکس) اکید «بازارا و 
دیگران؛ ۲۰۰۶ ص ۳۴۶ باشد می‌توان نشان داد که مینیمم تابع 0 در همسایگی 6 از 
2 یعنی بازه [۸4+۵ 0-]< 3۵ اتفاق می‌افتد(بازارا و دیگران. ۲۰۰۶ 
ص۳۴۶ و۱۹۷۵ 1۷۵2211006180161 ص ۳۳۴۷) 


۱-۱-۲-۳ انتخاب تعداد نقاط و طول ز بر فاصله ها(5) 
اگر تعداد نقاط بینا تنتم اج ۷ نمایش دهیم فاصله عدم قطعیت اولیه [,0 2] 
بعد از ارزیابی مقدار تابع درنقاط حاصله به فاصله‌ای با طول ۲۵ کاهش می یابد از آنجا 


۱-2 
که و - ,9 < (۱ + 8)۷.پس ۱ بدست می‌آید. در ضمن 
۷ 


- 9 
تعداه نقاط بینابینی برابراست با(بازاراو دیگران؛ ۲۰۰۶ ص ۳۴۶): ۱1-۱" ۷2 
- .9 
8 


۱ 
۱ 90 7 اگر طول 


فاصله نهاتی عدم قطعیت کوچکتر (دقت زیادتر) بخواهیم باید ۷ بزرگتر انتخاب گردد. 
تکنیکی که غالباً استفاده می‌شود تا محاسبات را کم کند این است که ابتدا از 8 بزرگ 
و سپس از 6 کوچکتر استفاده می گردد . 

اگر نقطه میانی بازه عدم قطعیت نهائی به طور تقریبی به عنوان نقطه بهینه گرفته 


۱ ۰ ۱ 
شود ماکزیمم انحراف برابر سس فیدر ول قاضله آولیه: 9۵-9 ات ها بای 


| جزء صحیح حاصل کسر * 


ِ بل 9 
منظور از [ ۳.22 


برای یافتن نقطه بهینه در فاصله فرضاً ۰/۱۵ مقدار دقیق باید رابطه ۰/۱۵> ۳-۵ 
برقرار باشد 
مثال ۱-۲ مطلوب است مقدار مینیمم تابع (۱,۵-) -(16 در فاصله (۰۰۱) با 


حداکثر انحراف ۰/۱ از مقدار واقعی. 


۳ برنامه ریزی غیر خطی 


حل: 


توعد 2- 
<< ۷ - > 0 ۰.۰ 


۷ ۷+۱ ۰ 


توجه کنید با٩*<‏ ۷ داریم: 


80۷ + ۱( < 9-2 2۱-۰ )4+۱(8 2 ۱-< ۱ 


با ۷-90 مقادیر متناظر تابع به ارای #طبق جدول زیر می باشد: 


اه ما حیا 
تا ۱ ۱۱5 ۱ ۱ ۱ ۰۱۳۵ 
۵ ه- 1 - ۳ 9 ۰,۵< ٍِ- ۹ - ار | عبت ۲ سب 
1 ۱ تسس قعا سنا تنم ار ج. 


با توجه به اينکه 21۷ و به آزای ۰/۹ مقدارتابع افزايش می‌ابد.پس بازه (۰/۸ ۰/۷) را 


به عنوان فاصله عدم قطعیت و مقدار میانی آن را ۰/۷۵ به عنوان نقطه اپتیمم در نظر 
میکيريم. بایان نالک 


مثال ۲-۲ مطلوبست مقدار بهینه تابع + 92-۶ ۰ دربازه. 4 0 
حل 


۵ را بدلخواه ۰/۵ اختیار می‌کنیم نقاط بینابینی چنین می‌شود. 
۳/۵ ۳ ۱ ۲/۵ ۲ ۱/۵ ۱ ۱ ۰/۵ ۰ 7 


۳۹/۵ ۸ | ۲۷ | ۲۷/۸۵ ۱ ۳۱ | ۳۸/۲۵ ۵۵ | ۱۰۸/۲۵ | هه 02 


از بین این نقاط کمترین مقدار (9ها متعلق به ۳ب است» پس می‌گوئيم 
مینیمم تابع در فاصله عدم قطعیت ۵ 3یا [3+0.5 3-0.5] قرار دارد. 


ی 
عملیات بالا را تکرار کرد. تعداد نقطه بینابینی برابرمقدار زیر می گردد 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت ۱۳۲ 


۱ ۳۵-۲ تب 9 
٩‏ <۱ ۱ #۵ ِ ۱21 81 -] < ۷: 
۱ 15 ‌ 
در این مرحله. هم پس از عملیات لازم باز 2<۳ می‌شود پس مینیمم در بازه 


[3.1 2.9]قرار دارد. 


33.1 
حال می توان طولی مثل 8-۵ برای بازه ها انتخاب و جستجوی جدیدی انجام داد:. 
۳/۱ ۵ "۳/1 ۵ ۲۱۸۹۱ ۳ 
۳ ا ۲۷ ۲۷۸۰۰۱۷ ]۲۷۸۰۱۳ 02 


مینیمم تابع در فاصله عدم قطعیت 0.05 3یا [3+0.05 5- 3] قرار دارد. 
گاه در این نوع جستجو با انتخاب سه نقطه یک حد پائتین روی متغیر اعمال می‌شود که 
مراحل آن. چنین تشریح می شود: 
۲-۱-۲-۲ الکوریتم حستجوی ۳ نقطه ۲ نقطه 

الگوریتم ۲ نقطه-۲ نقطه . همه نقطه(شامل ابتدا و انتها) را با هم ارزیابی نمی کند 
بلکه درهر تکرار آنقطه را بررسی نموده و سپس یکی را حذف و یک نقطه جدید اضافه 


هی کی 
گام ۱ 
۲ تج رب 25۲۵ ,2 28 ۲ 
2 1 
گام ۲ 


اگر(0؟ ک (10 <(*10 یعنی اگر (۳6 از (*2 و بزرکتر 
نباشد. نقطه مینیمم بین ۳ متوقف شوید. در غیر اینصورت قرار دهید: 
۵+ + 6 و لیم > رز ورلا دیب > 
گام ۳ 
آیا 0 گب؟ اگر جواب مثبت است به گام ۲ بروید. در غیراینصورت مینیمم در 
فاصله (0 2) وجود ندارد» پا یکی از نقطه‌های مرزی یعنی 2 یا 0 جواب است. 


1 برنامه ریزی غیر خطی 
مثال ۳-۲ ( ترجمه یک مثال برای الگوریتم جستجوی یکنواحت توابع یک کوهانه ) 

۵ : ی 
مطلوبست حل ۵ > ر > » ی 2 ()1 010 با روش فوق. 


این مساله حل دقیق دارد وهمانطور شکل زیر که به کمک متلب با دادن تابع به فرم 


8۹ ۵2 رسم شده نشان می دهد ۳ 


2.5 01:31:۳ 2+ 54 ۳۱ 


3.2 3 28 2.85 
اما با روش جستجو مطابق الگوریتم ۳ نقطه ای فوق الذ کر : 
تعداد نقاط بین ۰55۵ را ٩‏ می‌گيريم لذا تعداد همه نقطه ها (شامل ابتدا و 


انتها) برایر ۱ 2۱ می گردد. 


گام ۱ 
مت ۵ 
0 < (,)] ۵/- - 8 2۰ رک 
۱۱2۱ 
۵ 2 ( )1 ۵ 2ب 
2۵ (۳)] ۱ +2۰۵ سا 
(106< (10۷< (05)] 


۵ 2 سک ۱< بکز 2۵ ۶ 


1 1 1 


۲ 2۱۰۸/۲۵ < ] < ۵۵ < ] << ۵ 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت ۱۳۵ 


شرط برقرار نیست . مینیمم بین (۱/۵ ۰/۵) قرار ندارد حد پایین روی ‏ برابر ۱ قرار 
می گیرد. 
این فرایند را تا آنجا تکرار کنید که 
۵ 2 ۷ ۲ < بر ۵ 2 ۱ 
ل ل ل 
۸ > ۲۷ < ۲۷۲/۸۵: 1 
جواب بین [۳/۵ /۲] است. اگر دقت بیشرخواسته شود به تقسیمات بیشتر 
بخش کنید یعنی تعدادنقاط را افزايش دهید ویا زیر فاصله نهایی بدست آمده را محدداً 
تقسم کنید. نتایج تمام تکرار ها در جدول زیر داده شده است 


جدول ۱-۲ تمام نتایج تکرار های مثال ۲-۲ 
شرط گام ۲ برقرار است؟ ۱ ۱ 
۳۹ ۱ 10 | 10 
۳ 
اوه ۱ ۱۰۸/۲۵ ۱ 
۱ ۳۸/۲۵ 0۵ 
را | لا ۳۱ ]۲۸۲۵ ۶۱ ۲ ۱۵۱ 
] ۲۷/۸۵ ۳۱۱ 
|۲۷ | ۲۷۸۸۵ 
ً‌ِ ۱۸ ۱ ۲۷ ۵ ۱ ]۱ ا" تصش 


راه حل دوم (ارزیابی همزمان تمام نقاط) 

امه تس که اهاط ور 
محاسبه و نقطه با کمترین مقدار تابع مشخص شود که در این جا بزابر 5۳ می شود. 
مینیمم این تابع شبه محدب (کوازی کنوکس ) اکید در بازه ۳۰/۵ رخ می دهد. 
پایان مثال ۸ 


۳۶ برنامه ریزی غیر خطی 


مثال ۴-۲ مطلوبست رسم تابع + ۲0۱-۷ در فاصله [۳ > 5 و یافتن 


مینیمم آن طی ۳ وهله به کمک جستجوی یکنواحت (ارزیابی همزمان تمام نقاط) با 
طول زیر فاصله ۵2/0 در وهله اول و ۰/۱و ۰/۰۵ در وهله های بعد. 
حل: 


رسم تابع به کمک دستورات زير انجام ودر شکل زیر دیده می شود: 


و( (1(<]))1)ع ,()طاعصع۱: اح1 10 بر :)1101186 ز۰۱۱:۳.: جر 


(۵, 60:۱0 
50 
:((4)+ ۵.2 عطنا0 :20:01:3 
زو )ناامام 0طع ی زاو مطاوصها: 1عا اما 
9 
00 
۳3 
سب 
2010 
| 100 


با۰/۵ - 9 
۳ ۳/۵ ۲ ۱ ۱/۵ ۱ ۱ ۵ ۱ ۱ 1 
۳۸/۳ ۱۳/۲ ۳ ۱ 11 ۵ ۱ ۸/۱۳۵ ۳ ۱ 10 


کر رای تا موی شمه هید ۳ فراروازه: 
ال را اه ی هی اه ۲( اه 


مساله را مجدداً با این فاصله اولیه حل کرد: 


از خانم مهندس فرزانه حیدری دانش آموخته ارشد دانشکده فنی دانشگاه شهید باهنرکرمان 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت ۱۳۷ 


| 82۰/۱ 
03 3 ۷۳ ۷/۳ ۷/۸ 1 سل ۸ فک ۳ ۵/: 3 
۶ ۵/۱ ]۵/۲۷ امه ۲۹۱۳۱۳۱۱ و | ۵۱۷ | ۵۵ ۵رد مد | ۱۱۸۸۱۲۵ ۲00 


اد پیش ای قاط کمفرین. مقدازهد تلم به. ۷۱ است. مس میفییم. هر 
۵ قراردارد. مجدداً می توان فاصله۱/۱2۰/۱بعنی[۱/۲ ۱]را به تعدادی 


زیر فاصله باطول 7۰/۰۵ 2 تقسیم کرد: 


با ۰6۵ / دک 9 
۱/۳۲ ۱/۵ ۱/۱ ۱/۵ ۱ 2 
٩1٩-2 ۳‏ ۳ 1/۹2۷۱ ]۵ )1 


کمترین مقدار(10 در 2۵ ابیت ین میتیمم کر ۰۵ ۱۷/۳۵۵۰ خ اردا ۵ مجدها 

می توان فاصله ۰/۱ ۱/۰۵ را به تعدادی زیر فاصله باطول ۰/۰۲۵< ۵ تقسیم کرد: 
2-۵ ۵ 

2 ۱/۳۳۵ ۱/۳۵ ۱/۳۷۵ ۱/۱ 


1۳۹/۳2 ۲ منيمم | ۶/۹۱۷ | 2/۹۷۹۳ ۱ (12[ 


از میان این نقاط کمترین مقدار(10 متعلق به 21/0۷۵ است پس مینیمم در 


۵ قراردارد. پایان متال ۸ 


۳-۱-۲-۲ اهمیت انتخاب صحبح تعداد نقاط و طول زیرفاصله ها(۵) 
انتخاب تعداد نقاط و طول زیرفاصله ها(8) از اهمیت زیادی برخوردار است و هميشه 
برای همه توابع نمی توان بیان کرد که مینیمم تابع در همسایگی نقطه با کمترین 


زير این موضوع و برای جستجوی یکنواخت در حالت یک متغیره روشن می کند (از کتاب 
٩1۷2211206 ]2010, ۷۵‏ ص ۳۴۶) 


فرض کنید برای 9 > > 3 بخواهیم تابع («0] را مینیمم کنیم: در فاسل [" ۵] 


‌ 
تعدادی نقطه به فواصل مساوی - تعبیه می‌کنیم این نقاط بینابینی که در شکل ۷-۲ 
۲ 


نشان داده شده ( ۳ دیب 2+48 ۳ ٩-1‏ می باشد. 
۳۲ ۲ 


۱۳۸ برنامه ریزی غیر خطی 
9 5 2+۲ 2 


مت ۴ ۵ و 
۲ ۲ ۲ 
شکل ۷-۲ تقسیم بازه [0 4آبه تعدادی نقطه 


نقطه ای از این مجموعه؟ را با 0 نشان داده و مقدار تابع #را درآن با 0]. 
فرض کنید مقدار 2 بازای تمام این نقاط محاسبه و در شکل زير نشان داده شود. در 
ضمن فرض کنید که متوجه شدیم که در میان تمام نقاط متعلق به 5 (0)یکی از 
این نقاط مثل 6 طوری است که ۲۷۵5 (68(>])0] .گفته شد هميشه نمی توان 
0 
بیان کرد که که مینیمم تابع را : ده می‌باشد. جهت توضیح این 
مطلب به شکل زير توجه کنید. این شکل نشان می‌دهد که ۲6+ 2< 5 پس نقطه‌ای از 
)] 


۰ 9-۵ 8+۲۵ ۵ ب+و ۵ +8 ۷ 2 
۲ ۲ 


شکل ۸-۲ تبیین خطا در جستجوی همزمان 
6 + 2 است. این انتخاب ممکن است اشتباه باشد شکل زیر تابعی را نشان می‌دهد که 
می تواند متناظر با داده‌های شکل قبل است و اشتباه بودن این استنتاج را میرساند. پس 
باید راجع به رفتار تابع به اندازه کافی بدانیم تا مطمئن شویم که این تکنیک کار خواهد 


ِ 
۲ 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت ۱۳۹ 
۰ ۱ ۰ د 
کرد و این انتخاب صحیح میزان 8 را ایجاب می کند. درضمن توجه کنید در این 
۱ 8 ۲ 
مساله که طول زیر فاصله - است داریم نا( 
۲ 


؟ 


هو 9-8 8+۲5 0 +ه ۵ +ه + 4 


۲ ۲ ۲ 
٩-۲ شکل‎ 


برنامه ق۷۸۲1 برای روش یکنواخت ۲ 


توجه در هنگام واردکردن تابع قبل از علامت تقسیم(). توان() و ضرب() یک 
نقطه گذاشته شود. به عنوان مثال(۶۵*.*2]00)۱./0-(۲.+۰,۷۵(۰/)۱) 


تفع صمئنوناه؟ 
((,۴: )کصمناهتوه عطا ععمعه .تاج عوهعام )وونل 
کم :(1۵016 ۷۵۲ 15 ) ممتاعصنط تماصگ )انامرصتحمرجم] 
:(00ع))مص صرح 
۶( :ص00 ممرونا د تما )تمصع( ۱)حا ی( +صیمها م1 بر تماص )انامصتع(2)۱ 
۶( بطاعصع1 721عاصا لقصت تعاصظ)انام‌جرحم 
:۱-(۵2)۱((/۵-(0)۱))حط:(60)۱(:6:0)۱ 
:()]۸ر 
(:600) صتص) وروت 
((۳010)660 
10))0(((۶رعحه) 100[ 1,10 ۷] 
:(۷)طاعع۱ زر0ط) ۷۲ 
(0)۷(<۱)ع2ع1) 1 
(:ع1 1هعاصا فصن )مروت 
)۳010 
( )1020 
1:6 


1 جواب این سوال که چه نوع اطلاعات از دنیای واقعی در انتخاب 6 راهنماتی می‌نماید؟به عبارت دیگر اندازه 
کافی8 چقدر است؟در ص ۲۴۹-۲۴۸ (۱۹۷۵) ٩1۷۵211206120]61‏ به تفصیل آمده است. 
از شاتم میت روا دانش آموشعه ارشد دانشکده قی, داشگاه شهید باه کرمان 


1۹ برنامه ریزی غیر خطی 


(:عذ له عاصصا فصن مروت 


6-(100)(حو 
۵+(100)«ح 
آماوت 
تمر بنات 
مطلوبست رسم توابع زیر با ۸11۸و یافتن مینیمم آنها با جستجوی یکنواخت. 
(1.0-)26 ۲ ۰[ 7 اس ۲ 8 
۰ ۰ ۰ ۱ ۰ > سس 
۱-تابع در فاصله و دقت هت 9 


ابا ۳/۳ ۷۵۱ ۷۹ 
۲ -تابع (۱)مهله ۶۵ ۰-(۵-۰۷۵,/)۱/۲ع: ۰ را در فاصله [۳ 2۲۰ 


راهنمایی: 


برای رسم. دستورات متلب زیر یا دستورات مندرج در مثال ۹-۲ رامی توان بکار برد: 
,ما اس عم زا را )ممامگ ۲ب ( ۱0 )موی )مصنامز ۱:۳ ور 
(ع,)ا0ا:0ج6 رز())]<()ع 
۲-تابع ۳4+5۸3+2(/2-24 ۳ در فاصله [۳ ]۲ با ۵<02 
جواب :[۱:۶ 1,۲] 
تام 273 در فاصله [۵ 6 با 9202. 
الف)الگوریتم ۳ نقطه-۳ نقطه و 90-۱۰ 
ب) الگوریتم ۳ نقطه-۳ نقطه و۰ 9-۲ 
جواب الف:۰-۱ ب:۰/۵-۱ 
۵تابع ۱+ در فاصله ۰/۷۵ ]56 با 62025 وسپس 2۰.۰۵ 6. 
جواب الف: ۰/۲۵  -۰/۲۵‏ ب: ۰/۰۵ ۰/۰۵- 
تابع *ع+ ده در فاصله [ 61 با 82۰.0 وسپس با بازه عدم 
قطعیت(۰/۵ ۰ ۰/۵-) بدست آمده با 2۰.۲ ۵. جواب۰/۱ ۰/۳- 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت ۱۳۱ 


۳-۳ جستجوی ترتیبی( 62۲0 اهنامع0ع5) 

ازویژگی های روشهای جستجوی ترتیبی(دنباله ای ) این است که از اطلاعاتی که 
تکرارهای قبلی فراهم می‌کنند استفاده می نمایند اما ازمشتق استفاده نمی کنند. در 
این رابطه ۳ روش دو رسته ای» فیبو ناتجی و تقسیم طلایی توضیح داده خواهد شد. 


۱-۳-۳جستجوی دو رسته‌ای 56270 کبامصمامطمز۱0 
یکی از روشهای جستجوی ترتیبی روش جستجوی آرسته‌ای است. تابع *1«- ۵:1را 
که باید طی فاصله [ 2] کمینه شود درنظربگیرید. فرض‌کنید که این تابع شبه‌محدب 


(کوازی کنو کس)اکید باشد. کمترین تعداد نقطه‌ای که لازم است مقدار تابع در آن نقاط 


در ابتدا در ۲ نقطه بدست آورده می‌شود این دو نقطه ابا بطور متقارن به فا 
صل ۲ 

2 ۲ 
از نقطه میانی ی قرار داده می‌شود ء بسته به مقادیر تابع در نقاط بل ,ب 


یعنی )۵ (۶-خبد- .ده یک فاصله :خدیق: عنم قطعیت: اطیق 


توضیحات زیربدست می‌آید. 
) اگر (00(>6 فاصله عدم قطعیت جدید ,| ۵]خواهد بود (شکل ۱۰-۲) 


شکل ۱۰-۲ حالت] 
آ[) اگر (0(<01 فاصله عدم قطعیت جدید [0 ,] خواهد بود(شکل ۱۱-۲) 


" از: بازاراو همکاران(۲۰۰۳) ص ۳۶۷, (61)۱۹۷۵]صهاگک‌صهز1 ۳۵۱6۹/۷۵2 


۲ ۳ 1 ۳ اد 
دلائل این امر در آخر ص ۳۶۷ بازاراو همکاران(۲۰۰۳) 


۳۲ برنامه ریزی غیر خطی 


۸ 
0 لا ۸2 ,8 


شکل ۱-۷ احالت11 
زیرا اطمینان می یابیم که مینیمم در فاصله قطعیت جدید است. 
[) اگر دو مقدار (00:001 برابر شدند» فاصله عدم قطعیت جدید [,| (] خواهد 
بود. پس از اينکه فاصله عدم قطعیت جدید تعیین شد. فرایند با مشخص کردن دو 
نقطه در فاصله جدید تکرار می گردد. 


۱-۱-۳-۲خلاصه روش دو رسته‌ای ۱ 

گامهای روش دو رسته‌ای برای کمینه‌سازی تابع 0 که شبه محدب(کوازی 
کنوکس) اکید در فاصله 1 5 چنین است: 

گام آغازین 

انتخاب طول مجاز فاصله نهایی عدم قطعیت( /) و مقدار کوچک 6. 


مقدار ثابت 0< موسوم به ثابت تشخیص پذیری( تمیز )" و نیز طول مجاز فاصله 
نهایی عدم قطعیت 0< ۶را برگزینید ۶ خیلی کوچک اشتباه به همراه می‌آورد. 


فرض کنید 7 4]اولین فاصله عدم قطعیت بوده شماره تکرار(16 )را مساوی یک 
بگیرید و به گام اصلی بروید. 
گام اصلی 

مرحله ۱- اگر اک ها متوقف شوید. مینیمم تابع در فاصله 0 0 
ای کت نایک لا را مطابق زیر در نظر گرفته و به مرحله ۲ بروید. 

۲ ص ۳۴۸ بازارا و همکاران(۲۰۰۶) 


تصحاعجمی صمتاامعع۲ ع اصعاعصمی بوانازطانطمداممتاونق ۲ 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت ۱۳۳ 


3 تا 

اي 
کب هه _ 0 _ ۳ 
2 ِ 2 2 ّ 


مرحله ۲- اگر (/)002(>0 آنگاه »کببی6 , ای را قرار دهید در 
غیراینصورت »2 یب « 2 ببم0. ک را با ۱+ > جایگزین و به مرحله ۱ بروید 

توجه کنید 

- طول بازه عدم قطعیت در شروع تکرار ۱+ > برابر طول بازه عدم قطعیت درپایان 


1 1 
| )+( طا جر < 2 مرا یط 
- بعد از بار ارزیابی تابع. طول فاصله نهایی عدم قطعیت؛ رل برابر است با 


1 جنر 
ورگ و2 < ۷ یج + 2 _ 
22 22 
کهافر ان ۲ عددی: است زو 
در اینجا با تعریف تکرار بعنوان تعیین ۲ مقدار جدید از تابع» طول فاصله بعد از 
سییر ۷ بار ارزیایی تابع (یا بعداز تکرارامراو۱ با لاک رگن نشان داده 


تن است( << /. 


اگر تابع 0 (تابع مورد کمینه‌سازی) کوازی کانوکس و (۵)/۸< (4 )6 باشد 
پخش 2 ,6) حذف می گرده ( شکل ۱۲-۲). طول فاصله بعد از تکرار اول(1/ 

)چنین است(شکل ۱۳-۲): 
و 


دٍ 


/ 
7. 2 


۳۴ برنامه ریزی غیر خطی 


۵ ط 
۳۳ 
۳9 
9 چِ 
7 72 
-‌ و ۳۳ 
شکل ۱۲-۲ 
5 2+ ۵/2 )اه 
2/2 ‌ 2 ۰ 
7 بلا ,لا 2۸ ۵02 +,ظ) ۳ 8 0 
شکل ۱۳-۲ 
با تعریف تکرار بعنوان تعیین ۲ مقدار جدید از تابع» فاصله عدم قطعیت بعداز تکرار 
خوص رو 
۵ 8 9-2 ه بر[ 
د دت بسك < - + < ,7 
52-7 3 ۲ ۲ 
۱ 
+( سل ح< بل < ی 
۳ بو ی اه ان له ۲ 
بعد از >1 تکرار داریم: 
رو اول 
۱ ۱ 
۹ 9-9 1 9-9 ع ۱ 
تت + تیه وی گز-ر 2 |+ شید - + << 2 
ٍ ۲ سح ۲ 
۲ تصعد 
۹ 
۱ 2-2 0 
(چه+ ۷ << # 


طول فاصله عدم قطعیت بعد از ۷ بار ارزیابی یا - 16 تکرار یا در شروع 


تکرار 1+۱ که هر تکرار شامل دو نقطه است )چنین می شود 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت ۱۳۵ 


1 ِ 
26 ات -[اوبکگد 
2 22 
بایان انب.-۰ ٩‏ 
بجای دادن / بعنوان معیار توقف می‌توان بنحوی از فرمول فوق هم بدون صرف 
نظر یابا صرف نظر کردن از جمله دوم. بو اجان توقف استفاده نمود 
بدون صرف نظر از جمله دوم و قرار دادن طول فاصله اولیه با (4-مل): 
۷ ۷ 


و 
(یا< 
۱ 


ر1 
ر1 


زوج - ۷ 0 


با صرف نظر از جمله دوم: 


۳۳ : ۱ ۱ ۷ ۳ 
اگرطول فاصله نهایی را بعد از ۷ ارزیابی (بعداز تکرار 7 < >ام) برابر مأع »/ بگیریم 
1 
و2۱۲ >[ 8 ِِ 1 
۲ ۳ 


۲-۱-۳-۳ تعیین تعداد تکرار(1) و تعداد مشاهده(۲) در حستحوی دو رسته‌ای 
کن وشن ۲ خسقه آی..آگر ظفل فاضله املية ( بل مفهایی عطلمی( ۸) داقه ده 
باشد تعداد مشاهده و تعداد تکرارچنین قابل محاسه است 


۸ / 
بت 0(۲/» ید ت- 
(0/( 3 


۲ رها 
-- >[ ۲ .ی و۲ ۷ گ-۲- و 
۲ 1۳۲ 
۲ 7 ۱ 
ی تا 2> 1 داده شده باشد انگاه به طور 


۱۳۶ 


برنامه ریزی غیر خطی 
1 ۱ 
> () 
۲ 
[ وا و۵ و و۳ ۱:۲۱ 1 ۵ << 1 
3۹ ی 0 8 
خونهار کرای ری بو ۱ ات بت اس که کر ور اج 
192 
شود: < > 
1۳9۰/۵ 
۲1۳2 ۲102 
یا چون ‏ - 16 ۷ بزرگتراز اتتغاب رخف < ۷. 
: ۲ 1۳/۵ 10/۰۵ 
پم 
البته همانطور که مثال زیرنشان می دهد اگر ع داده شده باشد لازم نیست که 5 


تقریب زده شود. بلکه رابطه دقیق قابل استفاده است. 
مثال ۵-۲ 

می‌خواهیم مینیمم تابع (۳ -۲5) 7 < (2)] در فاصله (۰ ۱) با روش ۲ دسته ای 
(۰.۰۰۱ 2 ع) بیابیم. ۷و را چنان بیابدکه طول بازه نهایی ۲۰/ طول فاصله اولیه باشد. 


مقدار وسط بازه نهایی را جواب بهینه می دانیم. شرط ۸۲۰ را چنین می توان بیان نمود: 
سس 
۰ کل -< و 
3 
۱ 2 ۱ 
+ 2 [ 
0 ۱9 
۳۲ 1 5 
۲ 
۲ 
۱ ۸35 ۱ ۱ 3 ۱ 
جب - > (۱-1) + <] ۰ > ات 
۵ "7 9 0 1 ۱ 
۲ ۲ ۳ 
۲ ۲ 
۲ 
ِِ 1093 ۹۹۹ ۱۹۹ 
ی ات ی ۱ 
90 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت ۱۳۷ 


مثال ۶-۲: 
۷چه میزان انتخاب گردد تا طول فاصله عدم قطعیت نهائی ما حداکتر ۸۱۵ طول 
فاصله اولیه باشد. 
حل: 
مک 
1 
توص و وس بای ۱۱۱۶ بو عونت ۵ > 0 وگ 
108۲ ۲ رآ 
تیار نکر ارها هت رح 
۲ 
<< ۷ 


اگر از رابطه بدون تقریب استفاده می شد با 8۰.00۱ ۲< ر1 


۰ 


۷ ر1 
۱ ۱ ضِِ 
جت ۸ <- 62 ۵-- توس ب 1 


۰ 


+ ۰/۰۱ )-۸( >۰/۱۵ 


۷ 
۰/۹۹۹۹۵۸ < ۰۱۰۹۹۹۵ 2۸ - 0 < 0.0999549 5 


2 < 108 0.0999549 7-۷ << ۲ 


پایان مثال ۸ 
بد نیست بدانید که روشی به نام جستجوی متساوی | لفاصله وجود دارد که در 
مراجعی مثل 51۷227112065]001601 قابل مطالعه است. 


۱۳۸ برنامه ریزی غیر خطی 


مثال ۷-۲ برای روش دو رسته ای: 
مینیمم تابع (-۱/۵) --(10 را در فاصله [۰۰۱]طوری بدست آورید که فاصله 


,1 
نهایی حداکتر ۸۲۰/ فاصله اولیه شود یعنی: ۳ ۵ را برابر ۰/۰۰۱ بگیرید. 


حل: 


۱ 
:36۳۰۲ یر 


۲ ۱ ۳ ۲۷ ۳۹ 
2 > | !| + -< ار رات 
۰ ۷ ۱ 17 م +1 


اگر مقادیر 82۰.۰۰۱ 2۱-2۱ با در فرمول بگذاريم. خواهیم داشت: 
۳۲ ۷ 


0 
چون تعداد نقاط, عددی زوج می‌باشد پس۱ < ۷ ی 


باید بررسی کنیم. 


برای تکرار اول (۱< >1) 
که در هیارک باه روط فاصاه یفاک ی اه 
۲ 


می‌شود: 
اس // ۵ // / .۰ ۵۳۵۳ 2۱-2" 
۵ - ی ات جع و 
۳ ۲ ۲ ۲ 
8 ۵+ 
کت 1 1 ,لا 
۲ ۲ 


مقادیر تابع در این ۲ نقطه مربوط به تکرار اول 
۵ - - (۰.1۹۹۵- ۰۰1۹۹۵()۱.۵- < (,2- ۱.۵ 2 < (,60 


۵ 2 2 ( ,۲ - ۱۰۵ ,د(< < (,0)۲ 
چون (ب00(<00 پس فاصله عدم قطعیت جدید [۷ 199۵/-[1۵ +۸ می‌شود. 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت ۱۳۹ 
9 


۰/۸۵ 


۳ ۰۶۸۵۵ 
۳۳ ۳ 


ع‌ ۲ ۱ ۰.2 
و ایگی نقطه وسط فاصله 5۳75 ) خواهد بود. 


۱ 


۰.844۵ +-۱ 6 

سس با 
۲ ۲ 
6 4+۱ ۰.6۹۹۵ 

۵ << سس ۲ 
۲ ۳۰ 


۶ /۰- < (۰.۷:۹۲۵()۱/۵-۰۰۷:۹۲۵)- - (,00 
94 2 2 ۵-۰۰۷۵۰۱۲۵ /۲۵()۱ 26۰۰۷۵۰ < (,00۲ 
چون (ب/00(<40 پس فاصله عدم قطعیت جدید [1 6/۷8۹[ ب] خواهد بود. 
۵2 


۰۷۵ 
۰ ۷۵۰ ۵ 


- 0 


[ 
-۰ ۳۵ ۳6 ۵ 


برای تکرار سوم (۲ < 16 ) 


برنامه ریزی غیر خطی 
بسا درهمسایگی مرکز فاصله جدید انتخاب می‌شود. 


۱ ۰.۷۹۲۵ 
2۷۶۱ - 22 بو 
1 ۲ 
۱ ۰.۷۹۲۵ 
رد 
۲ ۲ 


06) ( 2 -۰/ ۸۷۶ ۱)۱/۵-۰/۸۷۶۱( 2-۰ ۹ 


۰ / ۱ 


۳ 


0) ( - -۰/ ۸۷۵۱)۱/۵-۰/۸۷۵۱( 2-۰ 9۹ 


دز این تکرار جون (مر ۵۲ > (,0)2 پس سمت راست بازه ازج۸/ حذف می شود. 


۸ 


| )۸21 
۳ اه 
تام ۷ 


۵ ۷۶ , ؛ 


دش ۵ ارس 
۷۵۵ »- 


چون سه تکرار باید انجام می شد همین‌جا متوقف و اعلام می‌شود که مینیمم در فاصله 


عدم قطعیت جدید یعنی [۰/۸۷۵۱ ۰۵ 2-۳ | 2 می‌باشد. پایان مثال ۸ 


توجه: 
رابطه تعداد مشاهده (۲) باتعداد تکرار(»1 )درروش دورسته ای ۲/۶ < 7 است. 


زیرا در هر تکرار این روش مقدار تابع را در دو نقطه جدید به دست می آوریم. 


۳-۱-۳-۳ معیار کارائی جستجوی دو رسته‌ای 


در بخش ۲-۱-۲ دیدید نسبت 7-7۳ که بین صفر ویک بدست می‌آید به عنوان 


معیارکارایی یک الگوریتم جستجوی خطی به کار می رود. که در آن: 
رب طول بازه عدم قطعیت بعد از اخذ ه مشاهده 
با طول بازه عدم قطعیت اولیه قبل از شروع مشاهده 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت ۱۴۱ 


در جستجوی دو رسته‌ای معیارکارایی ۳۲ برابر است با: 


تم نات با استفاده ازجستجوی ۲ رسته ای(10۳010۳0005) مطلوبست 


۳ 3 
و مینیمم تا جع > ۳ [ ۳ ۲ ۵-۳ (۵ < (006 


006( < ۳ -۲ ۰ ۱[ > ۸ 


۲ مکی ایع مدق > 
مینیمم تأبع 1 


جواب [۱ ۰/۹۳۶۵]با تعداد تکرار : ۴ - 16 
۸ 7۰/۱ ۲ ۲۷+ 000-7 


۱ ]6 ۰ ۲۷۲+ ۲( امعع ۰/۲> 
رها 
جواب [۰/۸۸۲۱۵- 1/۰۳۳-] با تعداد تکرار : 16-۶ جح "1 
10 
هت 1-0  -‏ 6ز ۹ 
. مینیمم تابع ۳ 1-]۰ ۶ سس (00 ومع ۱/۱ کل 
۵+ (ع- ‏ ۳ 
۱ (۲1۵۲۰۱ 
جواب [۲/۱۵۱۲ ۱,۵۴۹۴] درتکرار : 26 کج 1/14۷۸ سس < ۷ 
1/۵ 
ر1 ۱ 
۶ مینیمم تابع 2۰.۰۰۱ 6 39 [۷۵/. ۱1-]2 1 ۱ 7 - (006 
جواب |۱۸۷۵ /" ۵ /] در تکرار : 16-۳ و - وج و 1 


1۳/۰۵ 


۳۲ برنامه ریزی غیر خطی 


د ۲ ۳ 3 رم 
۷مینیمم تابع [۰/۵ ۳/۵]ع ۷۲۲۱+ ۱۱ ۱۲۲+ 1 0۵6 000 


۱ ۳ 


۰/۰۱> ۲ . جواب [۰/۰۳۲۹ ۱-] 


9 
۳ 


۳ 
۸مینیمم تابع [۲/۵ 6۱/۵ --+ 00(<6 ۰۰و ۹ 
۱ ۹ ۱ 

جواب دقیق :۲ 


٩مینیمم‏ تابع ۶۰.۲ ۰/۱۵> ,1 [۲۳ 6 0- 000-7 


جواب [۲/۳ ۲/۳۵] 


۲-۳-۲ جستجوی فیبوناتجی 

از دیگر روشهای جستجوی ترتیبی جستجوی فیبوناتجی است که یک تکنیک 
جستجوی بهین" برای توا بع یک متفیره است در حالیکه تقسیم طلائی که بعداً با آن 
آشنا خواهید شد یک روش نزدیک به بهینه است. این جستجو برای یافتن نقطه بهینه 
تابع محدب کامل مفید است. تعداد ارزیابی های تابع در تکرار اول ۲و در تکرار های 
بعد یک می باشد. لذا بعد از اتکرار در کل 1-1+۱ مشاهده داریم. منظور از مشاهده. 
محاسبه مقدار تابع در نقطه است. 


۱-۲-۳-۲ تاریخجه 
نام این جستجو از کار یک ایتالیائی بنام لئوناردا پیزا سرچشمه می‌گیردکه علاقمند 
به مطالعه رشد جمعیت خرگوش‌ها شد. دنباله اعداد صحیحی که مدل او قرار گرفت 
دنباله فیبوناتجی است که به صورت .9-۲۳ (۳) نمایش داده می شود؛ که درآن 
از رابطه بازگشتی زیر بدست می‌آید بطوریکه هر عدد دنباله جمع دو عدد قبلی 

است: 

اح بط ۳۳ 
۱ ۳ , 2۱ ۲ 


آفصتامم! 


۲ ۳ 
مساو 262۲ 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت ۱۴۳ 


چند عدد از این دنباله در جدول زير داده شده است. 
جدول ۲-۲ چند عدد از دنباله فیبوناتجی 
٩۹ ۱ ۰ ۲۱ ۱ ۱‏ ۸ ۷ 1 ۵ | ۶ 


۸٩ | ۱: | ۳ 


۱۸۱۱۳۱۲۱۱۳ ۱ ۵ 


۲-۲-۳-۲ تعداد مشاهده مورد نبا ز(0) 
در روش فیبوناتچی برخلاف روشهای ۲ رسته ای و تقسیم طلاتی تعداد کل 
مشاهدات از قبل باید مشخص شود که از معایب این روش است . بعدا خواهید دید در 
یک بازه عدم قطعیت 0 3 برای تعیین ۲ نقطه ,در بازه نیاز به اعداد فیبوناتجی 
می‌باشد که تابع تعدادمشاهده است. می توان نشان داد. فاصله عدم قطعیت نهایی( ۸ ) 
بر حسب فاصله اولیه [ظ 2] برابراست با 
2-2 0 
۳ 


8 


بو << ۲ 


که نشان دهنده دقت روش است. هرچه" بیشتر باشد / کمترو دقت بیشتر است. 


ازاین فرمول در محاسبه 1 هم می توان بهره گرفت. 


۳-۲-۳-۲ الگوریتم فیبوناتجی برای کمینه سازی یک تابع شبه محدب (کوازی 
کنو کس)اکیددر یک فاصله بسته 

گنه بازا زو خی اور عم ی ۵۲ بیس از یک سش اسکدالا تمه مرا 
روش جستجوی فیبوناتچی برای یافتن مینیمم تابع شبه محدب(کوازی کنوکس)اکید 
0 فاسته ۵ ۵ را عفن بیان دار 

مرحله آغازین 

یک مقدار مطلوب مثل ۰< / برای فاصله عدم قطعیت نهائی مشخص و مقدار 
کوچک ثابت تشخیص پذیری (تمیز) ۱ ۰< 8را نیز مشخص کنید. 


تصمادومی ممتبامدع:. رتصفاعصمی وتازنطمزنع‌متازط ۲ 


۳۴ برنامه ریزی 


غیر خطی 


اگز 9 2 فاصله عدم قطعیت اولیه باشد تعداد مشاهدات (0) را چنان تعیین کنید 


2, 


۱ 


۲, 2, 


2 < لا 


2 << 2 


۱ 


2 بل 


۲ 
۳ 
آنگاه 2: را از 
۳ 
0 9 اخلت. .ند 
(2- ,ظ) 3 
۳ 
2-8 .) ست + 
(2- ,ظ) 3 

,| از رابطه زیر هم قابل محاسبه است: 

2- ,9) تحت - وا < (2- ا)(تق 0ب < ۵ ) لت + 
0 2 0 5 9 0 5 
میس ها یم 0۰ رک قاط وا ماه کنیه یی یل را 
شماره تکرار (16) ۳ مساوی ۱ قرار داده به مرحله اصلی بروید. 
مرحله اصل 
گام ۱ 
اگر (,00,(<06 به گام ۲ و اگر (,00 ک .00 به گام ۳ بروید 
گام ۲ 
در این گام طرف چپ بازه عدم قطعیت قبلی از 2 حذف می شود. 
با بثه 0 # به علاوه << بو و 

۳ ۳ ۳ 
و و اه ها و 
9) تت - 9 < (۵- 9)(تت )+24 < 2 0) لت + 


1 1 1 


۱ 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت ۱۴۵ 


۳ « ببب 
۳ 
و بب‌ا) ِ ۳ب بل 
8-1 
اگر 620-۲ به گام ۵ بروید در غیراینصورت به گام۴ 
گام ۳ 
در این گام طرف راست بازه عدم قطعیت قبلی از | حذف می شود. 
<< ب2 9 لا بثً 
به علاوه ! 
شنای ۳ 
(ب۵ ۳ ی 0 59 نب مب < ب۲ 


8-1 


اگر ۲-0-۲ به گام۵ در غیراینصورت به گام ۴ بروید 


گام شماره تکرار (16) را مساوی ۱+ گرفته و به گام ۱ بروید 


گام ۵ تشکیل بازه نهایی 
2 


+ و < ,لا 
۳ (00:(<00 
ساحا ی مرح ۵ 


۳ . ۰ 2 
در غیراینصورت یعنی اگر (,ل00,(500 با قرار دادن با اد سکب 
متوقف شوید. جواب بهینه در فاصله [ ,۵ 2 است. 
توجه کنید 
- همواره یکی از دو نقطه جدید مه ,م0 در تکرار جدید یکی از نقاط تکرار قبلی می باشد 
(به جز مرحله آغازین). 


۳ 59 ۳ ۳ ۳ ۳ 
(ب2- بب‌9) ۳ بع (ب8- بی‌9) 5 5 2 بیع (بی8- بی‌ه) 3 دبع ببژ 


۲-۴ 


۳۶ برنامه ریزی غیر خطی 
- با اعمال دقت زیاد در محاسبه لا والها درآخرین مرحله (سوت) آنقطه بر هم منطبق 
می‌شود. آن چنان که (آوریل»۱۹۷۶ ص ۲۲۸) 
۱ 
0 لا بم۶ ملاع 2 
۲ 
مثال ۲- ۸ 
مطلوبست مینیمم تابع >> (6-۳)-(000 ۲۲ ,8۰.۰۱ 
حل 
تابع محدب است(چرا؟) که قوی تراز شبه محدب(کوازی کنوکس)اکیداست. پس 
می توان الگوریتم فیبوناتجی را بکار گرفت 2 0 2۰ 4 . 


۱۰ لس 
۲ ۲۲ > ۱ ید 
۳ ۳ 
2۶ 1 و< ۲ ده < ۲ ج 
مراحل حل با روش مشروحه فوق: 
# 
۳ و 
و وا - ,9 ۸ 
یگ 
ی 
۳ 
عح (هسه0) ع ( و 9ا) ل ۲ و .با 
۵ 


۲ ۳ 
1 2 (۱۰۱-۰)--۱۰< (02- )7 
)۳ ب 9۳ 5 


آ 


روا < س 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت ۱۴۷ 


0024 با<(,00 


مرحله اصلی گام ۱ 
29٩‏ (00 >۱< (,00 پس به گام ۲ می‌رویم. 
م طان ۷۳ 
<< ۱- 1 
217 2 ,9 2 بط 
2۰ ,4 < ,24 2 ,ب(2 
2۲ ره ها سب هت بر ۷ 2۲ (,,2-< ,)لت ها ,۸ 
۳< ۳ ۳ 
2۶ ,22 ,۲ 2 ,2 ,بل 
2۱ (1< ,90۳ , ۱< (۲ < .00 
چون 1-7 به گام ۴ می رویم. 
شتسه فا« عار ۴ 
تکرار 1<1+۱<۲ 
هه ال سای 


چون (,00۲ < (,00 به گام ۳ باید رفت(براساس بازارا و همکاران ص ۲۵۲) 
برظله اصلی- گام ۳ 


ی ۳ 
- 1 < ( - و سوت ۸ (ب2 نت ِ- تب نش 9 2 
< ,۱ 0-1 
چون 620-۲ به گام ۵ می‌رویم. طبق این گام 
4 << 11 باه << مس 
2 اس با تِ پب 


۱ 


۱۴۸ 


برنامه ریزی غیر خطی 


۸ 2( )0 < 2۱( ,)0 
در گام ۵ قرار داریم. برای توقف چون (,06 < (,00 بایدچنین عمل کنیم 


فراع اطعا ره 
1.۳ 2۰ ‌ ۳ 


جواب نهایی دربازه 6 0 ه ۷ قرار دارد(شکل زیر) 


د‌ 5 
۸ 
ك 3 
ك 2 
كِ 19 


0 


0 1 #۳ 3 4 0 8 


اگر طول یزه نهایی کمترداده شده بود دقت بیشرمی شد.پاین متال ‏ 


مثال ٩-۲‏ : مطلوب است رسم تابع (/۱)۱-صها(۰:۵۲-[(۰,۱۵]۰۷۵/)۱۸۵۲ ع(1 


انش موی بلاق گبای کض کی اشع؟ 
مینیمم تابع را در فاصله |[ ۲ ۰] با استفاده از روش جستجوی فیبوناچی به طوری که 


۳ > ۰/۲ بيابید. 


(گیاما۱۰/(:0 )۰۶۵۰۴۵20( ۰/)۱+۲۱/۲ ۵ )۶۵ ۱:۲ ۰:۰ حور 


۲ ( (۰۱۵۰۱۴۵]20)۱./6-(۷۵(۰/)۱+۲۱,۸۲, ۵-6۰ ,)1116 ۰۱:۳ :یر 


(600:01060,۵ وو((2)1(1))1 و()طاعجع1: ۱ ح1 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت ۱۳۹ 


1 1 1 1 1 
0 05 1 15 2 25 3 


این تابع در کل فاصله داده شده محدب نیست اما کوازی کنو کس است و می توان روش 
فیبوناتجی را اغمال کرد. 


توضیح: 
۱ ۳ ۱ ۰/۵ ۱ 9 
۲ ۰.1۵210 -- || و.۰< (20 
7 و 1 
مشتق اول 
0160 
۹/۳۹ 
(011]6)۴ :(۴۵]20)۱./0 ۱۵۰ ۰-((۷۵(۰/)۱+۱۰۸۲: :1۵-66 ]1 
6115 
+ ۲۰( ۱/6 ۱۳*2۳ - ۱۲ ۲ + ۲ *۲) / (۳) 
((۱ + ۱/۶۲ ۱۳/۲۰ 
1 ۱ (۲۶)۰۰۷۵ 
7 م۱ ۹ ۳ ۳ ۳ 
1 تب *((2) 20 ه۰.1] ات )۲۵۶ 
۳ ۱۹ ‌. 
)"7 ]۰.1۵1 -(2 
۲ 1 ۱ 9 ۳(۲ + ۱) / 
مشتق دوم 
رمم(مج+مممب سجن 
مر ۱۱۱ نا ۵زا ۱ 
سب )1 


+۱ و( 


۱2۰ برنامه ریزی غیر خطی 


:.1۵)۱ 2 ( - ۲۶ )۰.1۵( 


ار 
(2 - ۰.1۵)۱ 1 [ 26۲ - برد 2(]۱ + ۱.۵/۱ ِ 0 
۳ 2 0 ۱ ۳ < ()" [ 


۶ 


۱.۵ - ۴.۵ + ۰.۶۵2۲ + ۱.۳2۲ + ۰,۶۵ + ۰۵ - 


6 

ری( ار لا 
۳6۳۹۵ 
البته با متلب هم می توان بدست آورد: 

10 
۹۳۹ 
1] ,1۵-))۰ ۷۵ (۰/۱4۲۰ ۲((-۰ 1۱۵۰ ۵]20)۱۰./6(( 
]<0111)01(ِ 
01100 


۳ ۲ ۳ 
تابع در کل فاصله داده شده شرط تحدب را ندارد زیرا مشتق دوم آن( )در آن بازه 
غیر منفی نیست تا تابع محدب باشد . مخرج مثبت است اما صورت در کل بازه [۲ ,*] 
مثبت نیست بلکه در بین ريشه های آن یعنی [۰.۸۷۵/-+ ۷۰.۸۷۵-] چنین است. 
تابع شرط کوازی کنوکس بودن را دارا می باشد زیرآمقدارتابع به آزای هرنقطه از ترکیب 
محدب از ۲ نقطه. از ماکزیمم مقادیر تابع در آن ۲ نقطه کمتر است. 
مر حله آغازین روش فیبوناتچی: 


۳ 
ره ی ۳ 


برای ۶ مشاهده مراحل زیر را انجام می دهیم. 
مرحله اصلی گام ۱: با توجه به روابط گفته شده در الگوریتم داریم 


۲-0۳-۳۸( - 9ا) سط _ 0 < .۸ 
۳ 1۳ 


۱ ۱ 


1 


۸ 1 
) 0 0 ۱ ( 3 ۱ ی 


1 


[ )( 2-۳ ]),( 2-۷۰ 
1 <1 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت ۱۵۱ 
مرحله اصل 
گام ۱ 


چون (,) >(2) ۰ فاصله [۳:,) حذف می شود: 


ب 4 
4 ۳۳۰ 1.153846 


2 2 2 2 2 ۷ * 6 


3 


0( 


۲ 01 3 


0 
چون (,)>(7)2۱ به گام ۳ می رویم 
گام ۳ 
2-۶< بلا< 0< سب 9 << بب2 1><۱ 
۱ < 0۲ | < ۷« 


بعد داریم: 


۳ ۳ 
1-17۱ كت 1-1-۲ سِت 
(ب8 ِ بب0) ام 9 5 رب 7 بب‌ا) ۳ 92 < ببیی 
8-1 1 


2-۰ 3. ۶ 
۱, 27 2۹ 


۳ 
۱۸۵۱۵۸۰۳ ۱/۸۵۱۵( - ,)تک ,ها < ,۸ 
۸ 


٩-1 


0 


۳ ۳ 
ی ی ی ری ی نت 


ا-1 


۲ برنامه ریزی غیر خطی 


چون ۲ - 7 ع< 7 به گام ۶ باید رفت 


1:<21+۱<۲ 
گام ۱ 


)( < -۰/۲۰۷۲۷۰ 012 ۶ 


چون (۲)7 <(۲)] به گام ۳ 
گام ۳ 


فاصله [۸۷,۵7] حذف می شود: 


۸۲ 2 08 ,< 1.153846 ۳ 2- 4 


4 2 2 2 ۸ 26 ۷ ۷ 


6( 


70-< / 
4- < / 
گام 1 

126+ ۳ 

گام ۱ 

چون (0,>1)۷] به گام ۳ باید رفت 

گام ۳ 

2۹ 2 ,0« 22 رب 


2-4 


2 


۳ 
2-۱ 02۳ ۱/۶۱۱۵۳۸ (9-۵) ک یا امن 


۱۵۳ 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت 


۶ 2 () 2۰/۹۲۳ ,(< با 


۲- 11 ع« | 


چون (۳)] > (7)27 پس فاصله [۳,۲) حذف می شود و به گام ۴ می رویم 
۸9 


هت 4 
8 - ۷ 0461538 - با 


کر کر > کل 6 با 


9 116 


0 
۶ < 4 
۰ - - 1 


گام ۶ 
گام 1-۲+۱-۳۱ 


چون (۲) > (17)]به گام ۲ می رویم 


گام ۳ 
۳ 2 ,2:۳ 28 ,8 
802۸ ۵۱۰/۲۳۰۷ ,6 - هت بر 
2-۱ ( ,)1 مرج - با 


۵۴ برنامه ریزی غیر خطی 


۸۹ 
4 
0638 2 ۳ 0230770 » با 
0692208 << ظ بل 6 کر 6 از 0 
ً 
2 
11- - ۶ 


فاصله عدم قطعیت درپایان این تکرار له ۵ ۶۳۱۳بع آبا طول 
۵ می شود. مساله را باید همینطور ادامه داد تا ۰/۳ / > ۰/۲ حاصل شود. 
بایان مار ط 


مثال ۱۰-۲ : ص ۳۰۸ (20161)1۹۷9] ٩1۷221120665‏ 


نقطه بهینه تابع یک کوهانه داده شده در شکل زیر را در د] با روش جستجوی 
فیبوناچی طوری بدست آوریدکه نقطه اکستریمم در بازه‌ای با طول ۰/۱ قرار گیرد. 
(9 


و 


تابع محدب است.تعداد مشاهدات (0) را باید چنان تعیین کنیم که داشته باشیم: 


بت 9 < ۲ 
/ 1 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متفیره بدون محدودیت ِ 


4 
۳ 9 1۵ ۱ < 1۰ 2 ۳ < ۸٩ -< ۰ 
۰/۱ 


با مراجعه به جدول ۳-۲ در می یابیم عدد ۶۰جزواعداد فیبو ناتچی نیست؛ ,3 را برابر 
٩‏ می گیریم که نتيجه می دهد ۰/۰۱۷</. پس تعداد مشاهدات (0)برابر 
* ۱مشاهده حاکن اتستت؛ 


2۱[ 
0۵ 1 
۳( )2 -۵ < (2- 9) لت - 9 < 2 
۰ ۱ 7 
پنسا 
۳۶ 3 4[ <- 1 
:)1ج 3 
2 9 
۲[ ۲[ 
٩ )9 - (۱+  )( 2۷‏ 1۰ * 2 ۲ 
۸۹ 2 
ایسسسستا 
۳ ح بو 
۷ 2< )سس -۵ < 2-2 0 کج 9 
/ ۳ ۳ ۱ 2 ۳ 


مرحله اصلی گام ۱با مراجعه به شکل در می یابیم (,061 < (,00 به گام ۲ می رویم 
2٩ 2, < ۱ 2۷‏ ,وا ,0 , 2۳ ,27 22 ,م2 


1-12 ۳۳ 
0 بب0) 2 کّ ۳۳ 


2-1 
ی ۳ 
۳۸۹( -,ه) سس + ,و بدا 
2۵ .۲ 
(,00 < (.60 
<< 
2 ۱ < +2 8ج با و ۲/۷ ع با عب9 
۳ 
2۷۱ (2-.9) لت + روع , 
۳/۳۷ ۳ : 


۵ 


همینطور ادامه می دهیم. پایان مثال ۸ 


۶ برنامه ریزی غیر خطی 


شایان ذکر است که روش فبپونانچی در یافتن نقطه بهینه یک توابع تک کوهانه 
بسیار کاراست مثال ص۳۵۴بازارا و دیگران (۲۰۰۶) نیز در مورد جستجوی فیبوناتجی 
و متال ص ۳۶۵ (51۷22112065]80161)1۹۷۵ برای کاربرد روش فیبوناتجی در مساله 
بيشینه سازی قابل مطالعه است. 


تمرینات 
مطلوبست رسم شکل تابع در مسایل زیر به کمک 11۸1۸8 وحل آنها بروش 
۱-مطلوبست حل ‏ ۰/۵ ۲-]6 ۲+ ۲< 000 1۷1۳7 بروش 
جستجوی فیبوناتچی یا شرط توقف 80.0۱ ,5۰/۲ 
جواب  -۰,۸۴۶۲‏ ۱,۰۳۸۵- پس از مشاهده ۴ تکرار 


و تس ۲ ]6 ۳۲- 000-۲ ۷ 


سح راک 

[۱۹ ۷۶ ۰ ۷ ۲ پس از ۷ مشاهده ۵ تکرار؟ 
۲-مطلوبست حل ‏ ۲۵ ]6 ۲۱.۳۵-۱۰۰- 2۳ (000 1۷110 بروش 
رین کی اف باقط دق ۵ بر ۸5۱ 

جواب ۳۸۴۶۲ ۱,۲۳۱ پس از ۶مشاهده ۴ تکرار 
۴مطلوست حل [۶ ]6 ۱۲-6 2۳۶۲ (000 ۷۳[ بروش جستجوی 
فیبوناتجی یا شرط توقف 8۰.۰۱ 5۰/۷ 

بخرات. ۱/۳۴ شا ین از فاهت راز 


6-۱ > مطلویست حل [۲ ۳۰ 2-6 000-۳۲ 1۷10 


جواب[۰:۴۲۸۶ ۰۲۸۵۷ ] پس از ۷مشاهده۵تکرار 


۳۹ ۰/۷۵ 7۱]ع ۱+ -<(000 م۷ 


۷۰/۲۵, 2۱ 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت ۱۵۷ 


جواب [۰,۰۹۳۲۸. ۵۰آ۰,۱۲- ] پس از ۵ مشاهده ۳ تکرار 


۳۹ ۲ 7]ع ۲۷ 2 (000 ۷( معع ‏ > 


جوا ۱۳۹۲۱ ۱۰۹۸۲۲ یاو ۵ .فگزار 


۸-یک برنامه برای الگوریتم فیبو ناتچی به یکی از زبانهای برنامه نویسی نوشته و آنرا 


برای یکی از مسائل فوق اجرا کنید 
برنامه در محیط متلب برای کمینه سازی توابع یک متغیره با روش فیبوناتچی 

چنین می تواند آغاز شود 

10۲ ۱۷۲۵0۸00 دهع زمعهمنهاطاز( ۵ 

6 و:(۷۵112016 2 15 »)طمتامصن! تماصط )نامهم 

(0ط16) 01106 11 

:101061۷۵1 عط) ۶ )موجه ۱6۶۴۲ عطا ره ععاصط )انامه 

۶( :1۵067۵1 عط ۵۶ اصزمممصه عطع1 فط رها عم اتام‌طرحه 

((: م1 اصلهانهعصنا تفص که طاعمع۱ تعاص انام‌طرحام] 

وچ( تاصهاعجمی اتازصمطوتناعصتافنل ره ععاصظ انامطرحم 

]10)۱(<۱ :110)7۲(<: 

10۲ 12-۰ 


1101+ ۱(<۲10)1- ۱ (+10 )1(: 2۰ 


۳-۳-۲ روش جستجوی تقسیم طلائی 

یکی دیگر از روشهای جستجوی ترتیبی روش جستجوی موسوم به تقسیم 
طلایی(زرین) است که ذیلاً برای کمینه سازی یک تابع شبه محدب(کوازی 
کنوکس)اکید تشریح می‌شود. این روش هم ساده است و هم کارا (واگنر ۱۹۶۹۰ص 
۵ عیب روش جستجوی فیبوناتجی راء که در آن باید تعداد مشاهدات یا ارزیابی‌ها 
() از قبل مشخص باشد. نداشته و تقریب خوبی از آنست ( آوریل۱۹۷۶ص ۲۳۲ 
آوریل, ۲۰۰۳ ص ۴۰۳). همان طور که بعدا خواهید دید نسبت کاراتی روش تقسیم 
طلایی برابر "۰.۶۱۸۲ است. 
تابع (000 را در نظر بگیرید که باید کمینه گردد 


" مراجع: ص ۱۲۲مک کورمیک. ۱۹۸۳و ص ۲۸ وینستون ۱۹۹۶ 


۱۵۸ برنامه ریزی غیر خطی 
( 002 ۱۷ 


0 > ۲ > 


مشکل باشد وبخواهیم بایک روش جستجو مقدارار بهینه تابع را بیابیم. 
۱-۲-۳-۳ مقدمه 
روش جستجوی تقسیم طلایی طی چند تکرار. بدنبال فاصله عدم قطعیت کوچکی 


می‌گردد که مقدار بهینه در آن قرار دارد. این روش بر پایه ۲ فرض زیر بنا شده است 
( ۱۹۷۵ ,221112065]00161 1۷ص ۲۶۱): 


واورصک بیع ۷ 
که درآن ,»- ,20 / طول فاصله عدم قطعیت در پایان تکرار کلام 


ف ربع 4 رب یراع ابر 6 


2 2 

و 0 > 0 سس (۲ 
با 

یعنی نسبت طول دو فاصله عدم قطعیت متوالی برابر یک مقدار ثابت بین صفر و یک 


است((۱ )6 0) 


در روش تقسیم طلاثی» نقاط »| در بین این فاصله چنان انتخاب می‌شود که ۲ 
قرط فوق را انشاء تماند 


یافتن نسبت» با توجه به آفرض فوق: 


با جایگذاری بو از فرض اول در دوم 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت ۱۵۹ 


یگ _ ۱ اف بت «/ 

ِّ# ما #۳ ب 6 
«/ 

/ 

چب من - اک 
۷ 

۱2۸ 9-۱ 
5 ۳۲ ول ۱- ۲ ۱ 
م ِ ال 2۰ 0-۱ + 60 2 0 < سس 
۸- < 
۲ 


نسبت ۲ فاصله منفی نمی‌شود پس ۱۸ /0۷<۰. 
همانطور که ذیلا نشان داده می‌شود. روش تقسیم طلائی تقریب خوبی از جستجوی 
فبیونانچی است(آوریل, ۰۳ ۳۰ ص‌ ۵9 زیرا نسبت مورد استفاده در الگوریتم فیبوناتجی 


برای تعیین بو از 1 های نسبتاً بزرگ بر نسبت طلایی (0)منطبق می شود 


1 


زد ۱۲ ها ان انظیای برفر انیفم 


تِ ۱5 
ی شم 
۲ ۳ 0ج 
اثبات: 

2۲ + < ۲ 
۷-۱ ۱ بر بر ۳ ۴8 
۸ سحدست  <‏ چت 1 +2۱ < لت ور[ رل سل < ل 
۲ // ۲ مه یگ یط ۳ 

بایان اثبا-. گا 


۲-۲-۳-۲ وجه تسمیه روش تقسیم طلائی 


برای پی بردن به وجه تسمیه روش تقسیم‌بندی طلائی» پاره‌خط [ ۳ درشکل 
زیر را در نظر بگیرید که به دو بخش تقسیم شده است ( وینستون ۱۹۹۴۰ص ۶۷۴). 


1۳۳۰ برنامه ریزی غیر خطی 


شکل ۳:۲ 

در هنر و معماری گفته می شود پاره خط فوق به دو بخش طلائی تقسیم شده است اگر 
طول تمام پاره خط 

طول بش کوچکتر 

براحتی قابل نشان دادن است که برای اينکه پاره خط به طور طلائی تقسیم شود » باید 


۵-۱ 


موارد کاربردی نسبت طلایی 

تقسیم طلائی کاربردهای فراوان در طبیعت و خلقت خداوندو در هنر و معماری 
دارد» به کتاب برگامین و همکاران(۱۹۶۳) رجوع شودربه نقل از۱۹۷۵ ب,لعلصهاگکصهنل2ه1۷٩‏ ص۳۶۳. از جمله 
جاهایی که این نسبت دیده می شود: 

در بدن و مجسمه سازی برخی نسبت ها برابر نسبت طلایی است. 

نسبت ضلع به قطر ۵ ضلعی منتظم برابر 02۰/۱۸ است و 

نسبت وتر روبرو به زاویه ۳۶ درجه به شعاع هر دایره برابر0<۰/۱۸ است. در 


ضمن داریم: 


۱ ۲ ۲ ۱ 
)( < )۱/7۱۸( < ۲/۲۱۱۸ "۰/۸ 
۰/۸ 


۱۹ 


مخل فرار گرفتمن شبحه,شیع لمت ال اضقیان هر نی ضلع مییان ماه اصتیان. لع 


۱ از کتاب ,۳:65 وهنات۱۷/۵ 6 حعععصنا عطا ۵۶ م۷ ۲۰۰۰ رامتالظ جموه (با تشکراز آقای علی بازرگان) 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت ۶۱ 

فانل کر استا که خل سباداه فاحل وی قیوا نی که خنباله اطزاف راوید 
می نماید یعنی 0 < (2 - )۳ - (1 - )۳ - () به نسبت طلایی برخورد می 
گردد. بدین ترتیب که راه حلی مانند اعمال تبدیل 2 تابع () که در اینجا با 


(2)2 نشان داده می‌شود» روی طرفین حاصل زير را به همراه می آورد: 
( 7 +۱ 2()02)م2 < (2)م7 
۱ 


وباز نویسی آن معادله شاخص 7-27-1۰ را می‌دهد که جواب آن بو 0 - 
اسث (لی و ده ۲۰۱۳۰) که در آن ۷.۱۱۸ 62 نسبت ظلایی است. این ۲ جواپ فر 
نوشتن جواب عمومی معادله تفاصلی فوق الذکر بکار می آید. 
۳-۲-۳-۲ خلاصه روش تقسیم طلائی 
برای کمینه سازی یک تابع شبه محدبوازیکنوساکید مثل (00در فاصله [ط ه] 
مرحله آغازین: مقدار۰</را بعنوان طول فاصله عدم قطعیت نهائی برگزینید. ,۸,:2| 
رادر فاصله |[ 4] طوری انتخاب کنید که 
(,2- ,0/0 + ۵ < ,لا 
(2-)0- 0 (2- )0۵+ ,۵ با 


(2-,0.618)0 ۰ 
80 میانه پاره خط ۳ 
۲ 2 
. (-0.618)0 - - 
شکل ۱۵-۲ 


مقدار تابع را در این دو نقطه قرینه نسبت به میانه پاره خط بدست آورید یعنی 
( 0,00 00 را. آنگاه > را برابر یک قرار داده و به مرحله اصلی بروید. 


۱1 4 0 


بهوز برنامه ریزی غیر خطی 


مرحله اصلی گام ۱ 
اگر اه متوقف شوید جواب بهینه در 0 2 قرار دارد. 
درغیر این صورت 
اگر (,00 <(,0)2است به گام ۲ بروید 
اگر (,60 > (,.00است به گام ۲ بروید. 
گام ۲ 
۳ را چنین قرار دهید. 
بیع بط 
رب )۲ بیع لا و لا میب 
(۱بعرل) 0 را محاسبه و به گام ۴ بروید. 
گام ۳ 


بی9شبیت را برابر مقادیر زیر قرار دهید: 


2 ۵« 2۱ بط 

به علاوه 
۲ 2 ,بل ۳ بب9 +00 5 ۱( ۳ ره < ببب 
0 


۳ < ,بل بر بب0)0- بب‌ها < ببب 
(به/ را محاسبه و به گام ۴ بروید. 
گام ۴ رابا ۱+ جایگزین و به گام ۱ بروید. 


موقعیت ۲ نقطه در هر تکرار روش تقسیم طلابی در شکل ۱۶-۲ داده شده است: 


20 0.61800 ۲ 
0 میانه پاره خط . 2 
۳ 2 
. (2 0.61800 ۲ 


شکل ۱۶-۲ موقعیت نقاط در هر تکرار روش تقسیم طلایی 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت ۱۶۳ 
۴-۲-۳-۲ نسبت کارایی روش تقسیم طلایی 

طول بازه عدم قطعیت را درشروع تکرار 1+۱ (پایان تکرار 1 ام )به (به-,)</ یا 
در پایان ۷ مشاهده(منظور محاسبه ۷مقدار تابع در ۷ نقطه) به ِ نشان می دهیم ء براساس 


ص ۳۰۳ (۱۹۷۵) 5۱۷۵71120665)216101 : 


۲ 4۹ " و 
۳ ۳ 
که فان 
1 ۷ طول بازه عدم قطعیت در پایان تکرارک ام 
تس طول بازه عدم قطعیت پس از ۷ بار مشاهده(بارمحاسبه تابع ) و 


8-- بآ طول بازه عدم قطعیت اولیه است 


اثبات: چون نسبت بازه های عدم قطعیت متوالی ثابت است پس 


7 

حر 3 (س 04 آه< (ب هه ع ی ۳ < 0 < سم 
0/۸ 

دب 2 1 ت- (۵- ,0) گه -< ۳ 

0 

۳ 


بایان انبا-. 8 

اگو شاه تیار یرآ باشق‌تعدان مشاهدات در اولین: تکار ۲ بوده وق نقیه :عملا 
یک مشاهده جدید داریم. پس تعداد مشاهدات کل یکی بیش از تعداد تکرار کل است. 
به عبارت دیگر اگر تعداد مشاهده برابر ۷باشد تعداد تکرار برابر 

162-1 -.۱ 

است واگر/ طول فاصله عدم قطعیت نهایی در پایان «مشاهده و(پایان تکرار 6ام) باشد 
داریم 
0 ۳ ۱7۳ 


۶۴ برنامه ریزی غیر خطی 


»6 9 طول بازه عدم قظعیت درپایان تکرار کلام( شروع تکرار 16+۱) می باشد. 


9 طول بازه عدم قطعیت پس از ۷مشاهده . 


۵-۲-۳-۲ تعیین تعداد تکرار 
اگر فاصله نهایی. عدم قطعیت ( 6 داده شذه باشد» تعداد. تکرار لازم از رابطة 


2 ِ 
تسس تخسته می آین, وا کر ابص قیاق شوم لاوما بط 


معادل نسبت کارایی به صورت حداکثر داده شده باشد یعنی اگر و داده 


>> 
1 


شده باشد آنگاه چون > ۰/۰۱۸ پس: 


۷ < 16 14  ح‎ _008( 


> ۲ 
1۳/۳/۸ 


مثال ‏ ۱۱-۲ (ص ۳۰۰ بازاراو همکاران۲۰۰1) : 


مطلوبست جواب مساله زیر از طریق جستجوی تقسیم طلایی 
<< ۳۵ ۷+ 2 (00 لاد 
حل ": 
تابعی که باید کمینه شود. شبه محدب(کوازی کنوکس)اکید است و طول فاصله عدم 
قطعیت اولیه برای تب ناشد.هر انشا قضة ایست که طول فاصله‌عمه فطعیت. بای 
حداکثر ۰/۲ شود یعنی 


۱ ۷ ۰/۵ / ۵ 
۰ > ۰ ۳ وک رت 
۵ > 6۸ صچ سب و .2۰ ۲ رآنيايي 


۲ مثالهای ص۶۷۱ وینستون (۱۹۹۴) ۰ ص۱۲۳مک کورمیک(۱۹۸۳) و ص ۵۲۶ واگنر(۱۹۶۹) درمورد جستجوی 
تقسیم طلایی قابل مطالعه است. 


" اين یک مثال برای کاربرد روش تقسیم طلایی است و الا جواب دقیق ۱- < ۷ دارد: مشتق دوم غیرمنفی است پس 
000 


مساله مینیمم دارد ۱- < ژد :۰ < ۲ +۲۷ << 7 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت ۶۵ 


٩ج‏ ۷ جح ۷۱ج ۸ < 6ج 9-۷ < >[ 


2 ۸ 


تکرار 16-۱ 
[(۳-) -6۰۱۱۸(]۵) 2۵ (8۵-,00()9)- 9 < .2 
اعستسسا 


27 [(2-۳) -۵] 6-۰۰۱۸ + ۳ < ۰-۵ 0()0 6-2 + 2 < ۸ 
۶6 2 )۰۰۱۱۸ + ۳- < ,لا 

00(( 2 + 

60(,( < ).۰۵7( +۲۰۰۵ ۰ ۵ 

00, 2۱/۹: -۲6/۹۶۶( 2۷/۲۷۷ <00( 

(:00 < (,)0 جک 


حذف در تکرار اول 


۰ 


"9 با 3 2 
فاصله عدم قطعیت جدید طبق گام ۳ | ۱ ۳ است 
با 7 ۷ ,8 < ,24 
تکرار 16-۲ 
2-۲ 2 (۳ + :06۱/۹ -۱) + ۳- 2 ,رز 
اسستحتا 


2-۲ 2 (۳ + :۹ /0(0) - :۱/۹ .۸ 
2۹ ,22 ,ل 


00,( < )-۱/۱۱۲( + ۲)-۱/۱۱۲( 2 -۰/۹۸۷ > 0) 2۰۰۵ ۵ 


فاصله عدم قطعیت جدید طبق گام ۳ << < 0 2-۳ 29 ,2 


۶۶ برنامه ریزی غیر خطی 


تکار اک 
۲ 2 (۳ ۰۱/۰۱۵۱0۰۵۱ 2۷ 0۲ ۱/۸۳۲- 2 (۳ 06/۰۵۱ -۱) + ۳ < پبز 
2-۲ ,22 ,لا 
2-۸ (۸۳۲ ۲۱+ (۱/۸۳۲-) < ( ,002 
2-۷ (۱/۱۱۲-)0 < ( ,)0 
6 . 2 


۳ 
1 


-3 ۰ 


فاصله عدم قطعیت جدید طبق گام ۲: 


۵ 20 0 ۰ 2-۱/۸۳۲ برع به 


تکرار 16-۴ 

2 ۱,۸۳۲- <ره 

۸: < ۱۳ 2-۲ 

۲ - ((۱,۸۳۲-)-۵۱ ,)۰,۱۱۸ +۱,۸۳۲- < (یه - ,0) 0 + یه < :۸ 

۱۲اه (س ارزی10 

2-۸ (۰,۱۵۲-)۲+ (۰,11۵۲-)< (و00۲ 

00> 0, ( 

0 1 ۳ ۳ 
بازه دم قاعیی جدین طیق گام ۳ [ ۲ ۳۲ اراس 

تکرار 16-۵ 


25 -۱,۸۳۲ 0-۲ 

۸۲ ((۸۳۲, ۵۲-۱ ۰-)(۰۱۸ -۱)+۱,۸۳۲- < (مق - 690( 0 -۱)+ مق < ما 
۲- ۸2 < ۱ 

00( <)-۱,۳۸۲( +۲)-۱,۳۸( 2-۵ 

۸,- 2 (۱,۱۱۲-)۲+ (۱,۱۱۲-)< (ما06 

00,(< 60۸( 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت ۱۶۷ 


0 ۳۵ ۵ و 
[۰,1۱1۵۲- ۳۸۲ ۱-] < بازه عدم قطعیت جدید 
تکرار 16۶ 0۶-۲ ۱,۳۸۶- وه 
2-۲ ۰ < ۸7 


۶ ۰- ((۱,۳۸۲-)-۰,۱۱۵۲-)۰,۱۱۸ +۳۸ ۱- 2 (مه -+0) 0 + مه < در 


,٩۶( +۲)-۰,۵۹۶( 2-6‏ ۰-)2 (ل()0 و ۰,۹۸۸ 2 (۱,۱۱۲-)۲+ (۱,۱۱۲-)2< (00 


00-7(< 0)( 
01-۱ ۲ 15 0+ 


[۰,17۲- , ۱,۱۱۲-] 2 بازه عدم قطعیت جدید 


تکرار ۴۷ 0۷-۰۶۲ ۱,۱۱۲- 8 
٩ ۶‏ << لا نسم 7/۳ 

«۷ < بح‎ + 0 )0(  2( < -۱,۱۱۲+ ۰,1۱۸) ,11۱۵۲-)-۱,۱۱۲((< ۲ 

00( 2-۹6 ( +۲)-۲۰,۹۶( < ۰,۹۹6, 0)( 2-۰۸۳ +۲)-۰,۸۳۹( 2 ۱ 


(0)۳ >(00۷ 
[۰,۸۳- , ۱1,۱۱۲-] < بازه عدم قطعیت جدید 


بو ۱ (۳/ 1 


تکرار1>۸ 0۸2-۰۶ ۱,۱۱۲- وه 
2 <((۱,۱۱۲-)-۰,۸۳۱-)(۰,۱۱۸ -۱)+۱,۱۱۲- < (بع -0۸)( 0 ۲۱ ع< ۸۸ 


‌ِث"ِّ: نض رات ۳۳ 
۶ - 2 (۳۲, )۲+ (,-)< (رل0 ۱۹۹۵ ۲۱۰۱+ (۰2 ,2-۱ (ب00 


(0 007 
[۰.۹۴-,۱1,۱۱۲-] < بازه عدم قطعیت جدید 


[۰,۹۴- ,1,۱۱۲-] < بازه عدم قطعیت نهایی 


سجن 


جدول زیرکل نتایج تکرار ها را نشان می دهد ؛پس از ۸ تکراره [۰/۹۳- ۱/۱۱۲-]به 


عنوان فاصله عدم قطعیت بدست می آید. پایان متال ۸ 


۶۸ برنامه ریزی غیر خطی 


جدول ۴-۲ خلاصه محاسبات روش تقسیم طلایی «(ص ۳۵۱ بازاراو همکاران,۲۰۰۶) 


لا | ع2 ۱ 9 
۴ | ۰,۱۱۵# ۵/۰/۱۵۱۶ 
۱ 
۷ | ۰۳۰۸ ۲ ۱۸۲ ۰۵ 
۱ ۵ 
ات از یات 
۳۹ | 2۱,۱۱۲ | غد,- 


مورت رد | وه 
۹۰ ۹ک سا ماوت 
نتبجه ۸ تک ار | 
علامت اند ات که این مقدار تابع در تکرار مربوطه محاسبه شده است. 


مثال ۱۲-۲: «مک کورمیک.۱۹۸۳ ص۱۲۶ 
مطلوبست مینیمم تابع ۱۲2۲ - ۴2۳ - ۳۲ < ()] درفاصله [۳ ۱] با روش 


حل این تابع همانطور که در شکل زیردیده می شود در ۲ بازه تک کوهانه است. 
2 -- بر - یوق < (عجا ۶ 


3 


3 2 1 0 1 ات 
فص و ام اه ال ی طلای یواست 3 
۲ - 2 ۲ ۸ 
محاسبه تعدادتکرار 
ِ- .099۰ 


۵ 2 6 بت ۴.۷۸ - و را 


100۰۶۱۸ ۰-۹ 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت ۱۶۹ 


جدول زیر محاسبات تکرارهارانشان میدهد. در تکرارهای بعداز تکرار۱ تنها یک محاسبه 
جدید لازم است. زیر نقطه جدید و مقدار تابع متناظر باآن خط کشیده شده است. 


(ورسل) [ 33 هبد) [ 7/۳ 0 9 1 
وا تن ۱۱ 
۱۱۸۳۳۰۱ ۰ ]۲ 


۱۳۳2۵ - ۷ ۱۳ ااا‎ ۹ 
۱۳" ( ۱ ۱/۳۱ ۱۰ ۹ ۱ ٩ ۹ 


۷ ۲ 1 ۲,۰۵۵۷۲۸۱ 2-۰ ۹ ۱ ۲/۲۳۰۱ ۹ ۱ ۶ 
2-۸ ۱ ۱,۶۶۲۷۱۹ ۱ ۷۹ ۳- ۱ ۱۳ ۱ ۱/۰۷ ۳ اأ(‌۰:.۵ 
نتیجه ۵ تکرار ۱ 2 ۱/۸۳/۵۳ 


در پایان تکرار پنجم (16<۵) نسبت کارایی به مقدار زیر می رسد 
۵ 
٩‏ << ۰/۶۱۸ ح< نسبت کارایی 
و فاصله عدم قطعیت نهایی [۲۰۵۵۷ ۲۳ خواهد بود. 
سلسه نقاطی که مقالا تست شین آ یف کر شک نی کید نسان حافه ده استخ 


1,۷0 15 2.0 2.5 30 


.1۷ برنامه ریزی غیر خطی 


۶-۲-۳-۲بر نامه متلب برای کمینه سازی تابع یک متغیره با تقسیم طلایی 
یک برنامه متلب برای حل مسایل کمینه سازی توایع بک متغیره با روش طلابی 


برنامه متلب برای کمینه سازی توابع یک متغیره با روش تقسیم طلابی 
۵ 6۵۲0 5660109 001060 6 
ز( 6 :(۷2۲12016 2 ود «)صمتامصن تماصط )اسامصتح مها 
(101106)16100] 
4( :000 ۱۷۵۲ م۱ > تماصظ )انامطزح(2)۱ 
۶( :0ه0ه هوزج ۲ > تماصر )انام‌مزح(9)۱ 
(:(1006721 افص ۶ اطعصعل) 1 معا مجح[ 
۱(۲۶-(1<))0۸۰,۵ 
:۵)۱((۶-(۲(۴)۵)۱)+(۱(<۵)۱)> 
:((2)۱-(۰۲)۵)۱-(۷)۱(<۵)۱ 
2۰ 101 
(()10((>۲ 11 
:(1) <(2)1+۱ 
:()90+۱(0 
:(<(1+۱) 
:((۵)1+۱-(۱+)0)+(۱(<۵)1+۱ +211 
8156 
((2)1+۱(<۵)1 
:()<(90+۱ 
۵)1+۱((۶-(۱+)۴)0()-(۱+) ما( ۱+) ۷ 
:()/-(۱ ند 
000 
>((۵)1+۱-(9)1+۱)وطاه 1 
۹ 
افاوت 
افاوت 
2)1+۱(:۳8<0)1+۱(۶ ۸ 
( :15 [۷۵ع)ص1 لمصت) وونل 
([ظبها]) وله 
:1(<)۵+۳۴(/۲) 
(1) 


1 ,( [ < طمناحع]1 ۶ تعحاحصیال ])حرکتل 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت ۱۷۱ 
مثال: ۱۳-۲ 


مطلوبست حل مساله زیر با روش تقسیم طلایی با ۰/۲۵>/ 


[۷] 27 -۲ ۱ 
۹.1۰ 


۵ > > ۱- 
برای اینکه از الگوریتم داده شده که برای کمینه سازی است استفاده کنیم مساله را 
۱ ۳ 10 
.۹ 
۵ > > ۱- 


برای این مساله با۰/۲۵>/ پس از ۵ تکرار در روش طلایی به فاصله عدم قطعیت 


۱۷۱ رسیم( ۶۷ سین ۱۳۹۹ 


حل با نرم افزارمتلب ( کد فوق) 
۲۱ :(۷۵۲1۵016 2 15 )۱۵۵00108 ۲۵۲ 


۵۵۵ مصلاو] ...۰ 1 
۲+۱ 2 (10 

100000:2۱ 10۱۷6۶ « ۳]6۲ 
۵ ۵0۵6 ۲ >« ۳۴۱۱۲۵۲ 
6۷۵۵ ۵6۵1)21007ه فص ۶ اطهصع1) 1 تعاط۴ 
:6 ۱06۳۷۵1 اصته) ۱۵6۵ ۳۱۵۵1 

- ۲ «۸۱ 
(۷۲1000106 15 


7 1 :1061810018 0۴ 6۲ا9ناظ ۷ 209-2 


ش برنامه ریزی غیر خطی 
تمرینات 
مطلوبست رسم شکل تابع مسایل زیر بامتلب وحل آنها بروش تقسیم طلایی 
۵ 67 ۷۲-۱۱۳ ۱۵۲- 6 (000 ۱۷ 
الف)یا شرط توقف ۰/۵ / جواب ۱۰۶۱۶۸ ۱۰,۱۳۴۷ در تکرار۷ 
(. 00( 00| 
۷-۱ ۷ 
۲-مطلوبست حل ‏ ۵ ۳]ع۶ (66-6.۱- (006 ۷118[به< 1 


ب) با شرط توقف ۰/۱ 


جواب [ ۴/۲۳۶ ۴۰۵۵] 

۲مطلوبست حل 5۰/۲ ۳۱ ]6 ۷+ 00-2 م۷ 
خرات: ]ی ۲ عون هار 

۴مطلوبست حل ۰/۶ ۲۷ 6]7۲ ۲۳۲+ -(00 ۷0 


تخواب و ان وه [ ۱,۲۷۸۶- ۱,۶۳۹۳-] 
۵مطلوست حل ۰/۶ ۲ ]6 ۵+ 000۷ م۷ 
تخواب در شکزار بنج ان ] 


او ف رتست ۲ > [۲ ۰ ۶ 6-۱ ۲ (000 ۷ 
راب هگا سید ۰۵۵۷ ۵۴| 


۷مطلوست حل ۰/۱ ۲ ۲۲ + 00-۳ 26 بروش 
(۱+۰) 


تقسیم طلایی جواب در تکرارهفتم: [ ۰,۱۹۹ ۵۱۰,؛] 
۸مطلوبست حل 5۰/۱ ۲ ]6 (۲/06/0- 000-7 1۷0 بروش 


تقسیم طلایی جواب در تکرارپنچم: .۵ ۲۲۶ 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودبت ۱۷۳ 


۳-۳-۳ نکاتی در مورد جند روش جستجو ی یک متغیره 
جدول زیر نکاتی را در مورد چند روش جستجو یک متغیره بدون استفاده از مشتق 
نشان می‌دهد(قتباس از بازاراو همکاران. ۲۰۰۶ص ۳۵۵ ). 


جدول ۶-۲ چند ویژگی ۴ روش جستجوی توابع یک متفیره 
نام روش جستجو یک متغید؛ | و (تعداد مشاهدات)- 
بی محدودیت بدون استفاده از وق خر 9 ِِ 
9 تنعداد 
مشتق مثبث ارضاء کننده رابطه : 
.۶ 2 رضا 4 کارائی تکرار(6) 
فارسی . انگلیسی تاتاوت 
یکنواخت ۱ 0۲ 01]01107] 3- 3 
۱ تِ_ 7 1 
۲ 
آرسته‌ای | 121013000۳800105 / ۱ تقریباً ۰ 
> | - 1 ۳ 
2- و ۲ ۱ 
۱ ۱ تک 
۲ 
تقسیم 00 هد 6 6۸ ۲ 
۲ 90 َ ٍِِ« 
طلاتی .۳ 
فیبونانجی 0( ۳ کوچکترین عدد بدست آمده نا 
۱ ۳ 
ازدنباله اعدادفیبوناتجی ارضاء : 
کننده نامساوی 
2- 0 
1 1ج جر 
/ ۱ 


طبق جدول فوق هرچه 9 بیشتر شود طول فاصله نهایی و مقدار معیار کارایی کمتر 
می شود که دال بر دقت و کارایی بیشتر است. در ضمن تعداد مشاهدات تابعی از 
2-2۱ 9 

/ 
کمتر به جواب می رسد. کاراتر است. می‌توان تحقیق کرد که کاراترین این ۴ متد. روش 
فیبوناتچی است بعد از آن تقسیم طلائی بعد دورسته‌ای و سپس یکنواخت. 


می‌باشد؛. برای یک مقدار ابت این کسر. آن الگوربتم که با تعداد مشاهدات 


۷ برنامه ریزی غیر خطی 


برای 7 باندازه کافی بزرگ. روش طلائی با فیبوناتجی یکسان عمل می‌کنند زیرا 
میزان کارایی هر دو به هم می رسد(بازاراء ۲۰۰۶ص ۳۲۵۵): 


9-۱ ۱ 
۷ اد 
ِ" ۳ 3 


اضافه می نمایدکه روشهای آرسته ای وتقسیم طلائی این حسن را دارند که 
دانستن تعداد ارزیابی‌ها قبل از شروع جستجو برخلاف روش فیبوناتچی لزومی ندارد. 
ازجمله روشهای جستجوی دیگردر زمینه بهینه سازی بی محدودیت که مستقیماً 
وبدون اطلاعی ازگرادیان يا مشتق تابع میتوانند جواب بهینه تابع را بدست دهند 
جستجوی دکتر دبلیو اچ سوان " می باشد. 
روشهای بهینه‌سازی با جستجوی خطی (52۲6 11«۰)به کمک مشتق 
برای توابع یک متغیره بی محدودیت 
برای کمینه سازی توابع یک متغیره در فاصله بسته روشهایی وجود دارد که از 
تشتق. انسفادهمی کته خمله؛ 
روش ۲ نیم سازی "که از مشتق اول استفاده می کند و روش نیوتن که از مشتق 
اول ودوم استفاده می کند. 
دراین بخش این "روش تشریح می‌شود: روشهایی هم در همین راستا تحت عنوان 
شبه نیوتن وجود دارد که به عنوان نمونه می توان به رائو(۲۰۰۹) مراجعه نمود. برای 
تعریف جستجوی خطی به بخش ۲-۱-۲ مراجعه شود. 
۴-۳روش حستجوی دو نیم سازی(66:0۴::ظ) 
بازارا و همکاران(۲۰۰۶) 
روش جستجوی دو نیم سازی ازجمله روشهای کمینه کردن یا بيشینه کردن توابع 
یک متغیره بی محدودیت است که از مشتق استفاده می کند. فرض کنید که 


۲ ۱۷۲۱۵008 اهمزرمصصنت لا حز .فلمطام] ۷ مهم )121۲۵۵ ۱۹۷۲ ,۷۷۰۳۲ مصنه5۱9 : 


+ ,010۷ ملق ]21 :۲۵95 متصصملومه یل و۲۷۲۷ ۷۲۵۲۵ تممتاجمتصتون0 0مصلهتفجمعوت] 
۳-۸ 00 : ,هلآ 


«منامعوزو ۲ 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت ۱۷۵ 


بخواهیم تابعی تک متغیره ومشتق‌پذیر منل 0 را در فاصله بسته 0 ۵ کمینه 
توجه کنید*<(0)0, *0)8(5(مک کور میک:۱۹۸۳ ص ۱۲۰)طول قاصله عدم 
قطعیت در این روش در هر تکرار نصف می‌شود وبعد از 7 مشاهده یا اتکرار طول بازه 


1 ۳ 
عدم قطعیت به (2- 9) [2)-( 2- 0) 8 کاهش می‌یابد . 
۱ ۱ ۲ ۱ ۱ ۲ 
۱-۴-۲ محاسبه تعداد مشاهدات ( ) و تعداد تکرار(16) لازم 


اگر طول فاصله عدم قطعیت نهایی( ۶ )داده شده باشد از ۸ > (,2- ,ظ) 8 


0 2-2 


یا ۲ < ۲ برای یافتن " استفاده شود. ‏ کوچکترین عدد صحیح است که 


تاهسناوی را از شاه می کنن. برا تفع اه تکرار اد ۲۳ > 


/ 
3 استفاده شود.>1 


۱ ۱ 


این روش در هر تکرار فاصله عدم قطعیت را نصف می کند و شامل الگوریتمی ساده 
و غالباً مفید است. روش از این خاصیت استفاده می‌کند که در تابع یک کوهانه. علامت 


مشتق تابع ( (*)0)بیش از یکبار عوض نمی‌شود تابعی را که اين روش بهینه می‌کند 
فقط در نقطه بهین(اپتیمال) دارای مشتق صفر است( واگنر»۱۹۶۹ ص ۵۲۶). 


۲-۴-۲ خلاصه روش دو نیم سازی یرای کمینه سازی تابع سودو کنو کس 


9 4]فاصله عدم قطعیت اولیه میباشد و می خواهیم تابع محدب گونه 


(سودو کنوکس) 0 رادر این فاصله بسته متناهی کمینه کنیم. یادآوری می شود توابع 
محدب گونه مشتق‌پذیر(بازارا و همکاران:۲۰۰۶ص ۳۵۶) و اکیداً تک کوهانه اند 


" طول فاصله عدم قطعیت درآخرتکرار عم در روش "نیم سازی(1315661100) برابر (,۵- ,۵) *۵ / «ودر 


۳۹ 1 
تقسیم طلایی ( 72 0 ۸ ۰ است 


۳۷۶ برنامه ریزی غیر خطی 


(راویندران ۲۰۰۸۰ ص ۲-۶). ذیلاً خلاصه روش دو نیم سازی آورده می شود (از بازارا و 
همکاران ۰۰۶ص ۳۵۶). 


با داشتن فاصله اولیه [0 /وطول فاصله مجاز نهائی(). « را به صورت 
کوچکترین عدد صحیح مثبت از ند < "یبد شماره تکرار(1 )را برابر ۱قرار داده 


و به مرحله اصلی بروید. 


گام ۱ 
0+ 
۷ را برابر ۶ ۲ ۵ < ,2 «میانهل9 ها )قرار دهید. مشتق تابع را در ۸ 


حالت ۸ ۳ 00 متوقف شوید ۳ جواب بهینه است. 

حالت 1 اگر <00:0 به گام ۲ بروید 

حالتن اگر 90,(>۰به گام ۳ بروید 
گام ۲ 

پس از قرار دادن74 ببك و پا 9 به گام ۴ بروید(سمت راست بازه عدم 
قطعیت قبلی حذف می شود) 
گام ۳ 

پس از قرار دادن24< ببب و ,0 ببی0 به گام ۴ بروید. (سمت چپ بازه عدم 
قطعیت قبلی حذف می شود) 


ممل‌مزب 1 ۱ 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت ۱۷۳۷ 


060 


حالت ) ۱ 0< ,0 0 


حالت 1 


شکل ۱۸-۲ 
گام ۶ 
اگر. 1 جع را برایر ان قرار فادهو گام را فکرار کفیق: 
معیار توقف 
اگر « متوقف شوید مینیمم تابع در فاصله [ببرطا ببی] است(بازارا وهمکاران ,۲۰۰۶). 
با 


اگرفاصله ,بط ,ه] باندازه کافی کوچک بود متوقف شوید و گرنه گام ۱ را تکرار کنید. 
(ک تک ۳ ۱5): 


مثال ۱۴-۲ :(منال ۱ صفحه ۳۵۷ کتاب بازاراو همکاران,۲۰۰۳برای روش دونیمسازی) 
یش ای ۲ بای اضعا هتفهن 26 


حل: مرحله آغازین: به دست آوردن 2 تعداد مشاهدات: 


رک :۷ ۱ - ,ط 
۷ چت تس حه جر . < 7 
۳ ۳ 
حداقل" < 1 جح ۵.1٩4‏ 2 ظ << ۳ 102 
2.۱ 1 
۳ : 
گام ۱ 2۲ :00 و 2۱۵ شلد < ,۸ 


۱ از اقایان مهندس مسعود حاج غنی و مهندس سعید محمد زاده دانش آموختگان دانشکده فنی دانشگاه شهید باهنر کرمان 


۷۸ برنامه ریزی غیر خطی 


2-۳۰ ,2 < بو مد یره < ,پیرج) م۲ 
ی ۸ 
1 
۲ < ۰۱ 1۲ 1 ب 1 جح 0 ع ۱ < 1 
بازه عدم قطعیت جدید[۱,۵ ۲- آهتین باشد. 


12۲ 
۵ ۳ ها + 2 
ی ۰ بو 
۰ 2 2 < 27 7 32 < ب(٩‏ 
۵ سب << ۸ تب م9 ی ۹ ت 0 
۳ < ۱ + 1 ب 16 
بازه عدم قطعیت جدید [۰,۷۵- ۲-] می باشد. 
وگب 
۵ ۲۰+ 2 
> ۱.۷۵- < (0۳0۷ و ۱.۸۷۵- 0 7 < ب2 
۷۵ 2 با < ,9 مب ما رها ر ۱۸۷۵ 2 بح ,2 مد 2 برچ چد 
ء < ۱ + 1 ب 16 
بازه عدم قطعیت جدید[۷۵ .۰- ۱,۸۷۵ -آمیباشد. 
1-۶ 
۲ ۵ ,+ 2 
۰ > ۵.- 2< (ب۸) "0 ات ها 
۵.- 2 ,9 < و9 , ۱.۳۱۲۵- < مب( < رج جد 
و < ۱ 1 1 ب 1 
بازه عدم قطعیت جدید[۰,۷۵- ۱.۳۱۲۵-] می‌باشد 
629[ 
۵ ,9 + م2 
۰ > ۰.۰1۲۵ < (م۸) 80 5 سس ست 2 با 
۵ 2 وا < بو , ۱.۰۳۱۳ < م2 2 
1 < ۱ +1 « 1 


بازه عدم قطعیت جدید:  -:,۷۵[‏ ۳۱۳ ,1-]. 


1-1 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت ۱۷۹ 


۳ 9+ 2 
0 
شرط توقف ارضاء شده < 1 < 1 

۷ < م2 < بط 3 ۳ < م2 < 27 
بازه عدم قطعیت جدید:[۹۰۷٩۰,۸-‏ ۳] با طول ۰/۱۴ 


۰ << ۰.۲۱۸۲ < (4) "0 رز ۱۸4۰۷س حت 2 


نایم دویار اج حول قاس 
نقطه میانی این بازه (۰,۹۶۱۰- تقریبی برای نقطه بهینه تابع است. 
خلاصه نتایج تکرارها در جدول زیر دیده می شود 


| جدول ۷-۲ خلاصه نتایج تکرارهای مثال ۱۴-۲ 

 0‏ ۸ ا 0 1 20 تکر ار 
فا توا سا ی ]۰۰ ۲ 

۵ ۵ ۱0۰ و ۱۳ 
ات۵ | مگ | ۳ 
۵ | ۱,۳۱۲۵- | 2۰,۷۵ | ۱,۸۷۵ - 3 

و مرا ی ۱۵ ۵ 
۱" "۰ -۸۵۹۰۱۷, ۰ ۷۵, ۰- ۳ - ی 
۷ | ۱,۳۱۳ نتسجه 


جدول زیر تعداد مشاهدات و نسبت طول فاصله عدم قطعیت به فاصله اولیه در 
روشهای تقسیم طلایی یا زرین و دو نیم سازی را برای این مثال مقایسه نموده است. 
در مقایسه. آنیم سازی بهتر عمل کرده است. 
جدول ۸۲ مقایسه روشهای تقسیم طلایی و دو نیم سازی در حل مثال ۱۳-۲ 


تقسیم طلایی(5601108 01068)) دو نیم سازی(15601108) 

تعدادمشاهده تعدادمشاهده | تکرار 

2 »1 در پایان َِ ۳۳۹ در پایان | (0) 

17 تکرار ,21 ]اولیه تکرار 

۱ ۱ ۰/۵ ۲ ۰*۸ 

۸۰۹(,* ۳ أ۱ ۰/6۵ ۲ 1 
۳۳/ : أ۱ ۱۲۵ ۳ ۳ 
1۱۹ 0 أ۱ 1۳۵ 1 1 
۳۳9 3 أ۱ ۰,۳۱۳" 0 0 
۰,۱۵۹ ۷ أ۱ ۰*۰۹ 3 3 


تعدادمشاهده 


تقسیم طلایی(5661108 01068)) 
5 2 
۸ تست 
۳ 
۰/۰۳۶ 
2 
2 
۰۸۱۰۵۸ 
پایان مثال ۸ 
مثال ۱۵-۲: 


(ص ۵۲۸ واگنر»۱۹۹) 


برنامه ریزی غیر خطی 


جدول ۸-۲ مقایسه روشهای تقسیم طلایی و دو نیم سازی در حل مثال ۱۴-۲ 


دو نیم سازی(15601108ظ) 
تعدادمشاهده | تکرار 

۳1 ۱ 
در پایان ,0 

ی ۱ زار 
۱۰۰/۸" ۷ ۷ 
۳۹« .۱" ۸ ۸ 
۰,۰۲ ۹ ۹ 
۷ 22 ۱۰ ۱۰ 


مینیمم تابع زیررا به روش دو نیم سازی وروش تقسیم طلائتی در فاصله ۱ ۱ 


نیایید. ۶ ۸ > : 


برای هر ۲ روش را به دست آورید. 


حل 


با روش دو نیم سازی 


ک ۲ 
-< (0)6 
۳۲ > 
هل دم دو/. 
۲ 
1 
7-2 
۵- 0 7 
۱ ۱ 
۵ . ۸ ۹ 
192۲ 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت ۱۸۱ 


نتایج حل مثال ۱۵-۲ با روش دو نیم سازی 
طول ی و 
فاصله وب " 0 9+ 2 تکرار 
فاصله در #رژ. تن 1 0/3 21 0 
خاتمه 10 .00 -< 
۵ ۰/۵ - و ۲ ۰ 2,2۰ ۱ 
۳/۵ ۳۵ ۱ ۸-۵ ۱۰ ۵ ۲ 
۱/۵ ۰۱۵ ۱ 1/۲۵ ۷/۵ ۵ ۳ 
۰۵ ۰۱۰۳۵ اب 9۱۳۵ 1/۵ ۵ 
۰۳۱۳۵ ۰",۱«۰۳۱۳۵ - 9۹ ۰۵ 1[ ۱۱۵ ۵ 
۰/۱۳۱ ننیحه -+ 2/۵ ۹ 
جواب در بازه(۶/۲۵ )۵/٩۴‏ قرار دارد که دارا ی طول ۰/۳۱ می باشد. 
حل با روش تقسیم طلائی 
9 / 1 
(2- 00 (۱۸/) > / ج- 2 (2۱۸/) 
۱ ۰ 
18-۱ ۱ ۱ 
2۰( 0 - ۰/۸ 
بح 1 4 ‌ م0 7 
(:108)۰/۰ ۶ 2 ۱-۰ 
2۷۲( ی ۱2 ۱ 2 (۰/7۱۸) 
۷ ۸ <۱+ سا 12۸ 
گر (,06 < ,00 


۸ < بو 0 > با ك 0 ب00()0) + نب بط و لا ای 


اگر (,)0 > ,00 


2 بب 2‏ 1 بط 
2 < ,با 3 5 ,)0 5 0 5 ببع2۸ 
نتایج حل مثال با روش تفسیم طلایی در جدول زير آمده است 


۱ برنامه ریزی غیر خطی 


جدول ۳ نتایج حل مثال ۱۵-۲ با روش تقسیم طلایی 


/ 
کمک 00 (,.00 ۳۳ با 8 91 1 
۸ ۰/۸ ۲- ۲- ۸ ۳/۸۲ ۱۰ ۰ ۱ 
۳/۳۲ ۳ ۳1-- ۷۲- ۷/۳۹۶ 0/۸ ۱۰ ۲ .۲ 
۳/۳۹ ۰,۱۳۹ ۲- ۸- 0/۸ 5/۳۸ ۱۷/۳۹۶ ۲ ا .۳ 
۱/۹ ۱۰۹" ۷- ۲- ۳ ۹/۸ ۷/۳۹۶ 0/۳۸ 3 
۰/۹ ۹۰۱« ۲- ۶- 1/۸ ۱۸۳ ۷ ۱۳۸ ۵ 
۰/۵ 29۷« ۰ ۶- ۲- ۳/4 ۲ 0/۸ ۸۳۸ 1 
۰/۳ ۳۶۶« ۰ ۷- ۶- 50۹۷ ۸۳ 1/۱۸ 2 ۷ 
ننیحه سب 1/۸ ۳/۸۳۳ 
پایان مثال ۸ 
ازآنجا که الگوریتم ها با معیاری به نام نرخ همگرایی مقایسه می شوند. ذیلاً به آن 
می پردازیم. 


۵-۳ تعریف نرخ همگرایی 

در واقع در الگوریتم هایی مثل روش نیوتن که بعد ازاین خواهد آمد» دنباله ای از اعداد 
تولید می‌شود. مقصود اینست که ببينيم سرعت رسیدن به هدف در این دنباله چه میزان است 
سرعتی که با آن یک دنباله همگرا به سمت حدش میل می کند نرخ همگرایی نامیده می‌شود 
(ویکی پدیا). فرض کنید یک دنباله مثل [م) متعلق به "* داریم که با میل 8 به سمت 
بینهایت به نقطه 16 میل می کندو برای تمام >لهای نسبتا کافی بزرگ و کج رگ نرخ 
همگرایی چنین تعریف می‌شود (آوریل ۱۹۷ص ۲۱۹ آوریل.۲۰۰۳ ص ۸۲و بازارا وهمکاران, 
۹ ص ۳۳۱): 

اگر یک عدد غیر منفی ۳ موسوم به مرتبه ترا ی ویک عدد نامتناهی ۰ ع< »0 
موسوم به نسبت همگرایی چنا نان وجود داشته باشد که: 


تدای 


۵ > بن -< 
۲| ,را 


۱ 
0۳06۲ 0 6۵ 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت ۸۳ 


کته تیوه وال با قیقر وه سر شمگرانی دازق.. اور که 
در واقع طول بردار - ,۸-۶ است خطای >آمین مقدار تذتبت آماه نامیده می شود 
وبه لگاریتم آن گاه معیار دقت اطلاق می گردد. 
در عمل انواع نرخ زير از اهمیت برخوردار است: 
اگر 9-۱ و1> 0 > 0نرخ همگرایی دنباله را به سمت* خطی گویند « بازارا و 
همکاران,۲۰۰۶ ص ۲۳۱ 
اگر ۲<۱ نرخ همگرایی دنباله را به سمت3 مافوق خطی گویند. 
تعریف ضعیف تر همگرایی مافوق خطی به صورت زیر است ( ۱ < ,۰ 
اس 
|| - ,|| عجه 
ال شا افو ین یگ 
اگر ۲2۲ و » > »نرخ همگرایی دنباله را کوادراتیک(از درجه دوم) گویند(بازاراو 
همکاران, ۲۰۰۶ ص ۳۳۱ 
اگر 0-۲ نرخ همگرایی دنباله را درجه ۲ گویند. 


توتجه 


: )0 


ای م۳ کرش هد اي ما کر رخاوا 
ص 0۲۲۲ 
-همگرایی مافوق خطی بیش از همگرایی خطی است وبه ویژه همگرایی کوادراتیک 
بسیار تا بسیار سریع تر از همگرایی خطی است. 
-غالب الگوریتم های برنامه ریزی غیر خطی مورد علاقه. همگرایی خطی و کوادراتیک 
دارند. 
همگرایی خطی نرخ رضایت بخشی برای الگوریتم های برنامه ریزی غیر خطی 
-روش تقسیم طلایی از نظر همگرایی از نوع خطی است(مک کورمیک ص ۱۲۳). 
نرخ همگرایی روش دو نیمسازی خطی است(مک کوور میک ص‌‌ ۳۰ 


لیا برنامه ربزی غیر خطی 
-نرخ همگرایی روش نیوتن. حداقل کوادراتیک ( در جه ۲) است(مک کور 
شک»۱۹۸۳ قضایای ض ۱۱۲۵۱۱۳ تعییر این مطلب این است که نهایتا هر فکرار 
روش نیو تن.دقت برآورد را [ حداقل ] ۲ برابرنسبت به تکرار قبل می نماید. در حالی 
که خاقتسمتدای: شام سکاتت + که پر همگرای ان ۱۱۱۸ هی باشتته بانتاره ۲ هر 
تکرار, افزایش می یابد (مککورمیک ص ۱۱٩‏ 
توضیح در مورد دقت روش نیوتن اینطور است: قبلا گفته شد که از 6 |۱108 


گاه به عنوان دقت روش جستجو یاد می‌شود. با توجه به کوادراتیک (درجه ۲ )بودن نرخ 


همگرایی روش نیوتن .برای 1 های نسبتاً بزرگ این روش طبق تعریف ۰ < تب 
و لذا 
|۲۱۵۵ + 0 ۱082 < | - بب||108 


۰ < ۲۵۵۱-16 - 6 - ببب|08( 
۰ ۲0۵۵|16 < 6 - «بب|۱08 


اینست که می گوئیم دقت هر تکرار از تکرارهای نسبتاً بالای روش نیوتن نسبت به تکرار 
قبل آن حداقل ۲ برابر می شود. 

در جدول مثال ۱۹-۲ هم دیده می شود از یک تکرار به بالا این نا مساوی صدق 
می‌کند. بعنی دقت روش نیوتن حداقل ۲ برابر است. به عبارت دیگرخطای تکرار 
بعدی کمتر از خطای تکرار قبلی است. 


مثال ۱۶-۲: " برای نرح همگرایی خطی 


10 ۱ 
2.۰ پرلا 1110 ح ع اه رای را 2 () < به 


0ب[ ۱۰ 
۵ 
۱ اادبب ۱ | ۰ ااعد- ۱ب 
ش۱۱۳۵ اک 
۳ ۲-۱ ۰ | 0 ۲-۱ 
۷۰ 
۲ ِ 1 
2.۰ ولا مب م10[ < 2 اج و ۳۵ 
لجع ۱5 


نی هر سه مثال: یک 008 نوشته آر . ام فروند در 1۷111 پیرامون همگرایی( 60۳۷6۲26866 ) 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت ۱۸۵ 


۱ 
ساوا اش ۳ 


ااع-ببن 
ا-۱۲ 


ِ ۱ 
< 11۳0 - 2 


1 ح- 
1 | مج 1+۱ 


۱ 9 
ا ها 
پس طبق تعریف دوم. نرح همگرایی اين دنباله مافوق خطی ۸ 
مغال. ۱۸۲ یرای فرح شیگرانی کوادرآتیک 


۳ ۱ 
۳ را ۰ را ۰۰۰ ر۱ ۰.۰ تِِ (س) > برد 
4 


٩‏ مر تم 1117 خد 


۱ اای-بب| 


ااع با _. 
ساحاع رم 5 
۱-۳ معتز )0 ۰-۳ 
۱ ۰ 
9 


نمی ۱ دپ لد پیز 
( 70 


۱۷۶ برنامه ریزی غیر خطی 


تمرینات 
امطلیست میم حقعت بح( ز خر فاصله 2 ]با رففن نو یسانش 


وطول فاصله نهایی حداکثر یک صدم( 500.01 ۶). 
جواب ۷ تکرار [۲/۰۰۷۸ ۲] 


۲- مطلوبست مینیمم 1+ بر یرت آترح(مم) ز در فاصله [3 2] با روش دو 


ازیو ۶5۱2 جواب [ 2 ]در ۵ تکرا 


دزي ۱ ۲ص( زد امه وا کا با روش فو نمسای 
و 20.25 جواب [۰/۰۹۳۸ ۰/۱۲۵-] ۲ تکرار. 

۲ ویس میتيم 3( زمر قاضله 2 .۳ با وان هو تیمساوی و 
> جواب [۱/۰:۷۸ ۱] ۷ تکرار. 

۵- مطلوبست حل ۲-۷( 120 در بازه [1.5 0.5] با ۶.کگ 

ات ات وق تکار ال 

۶-نشان دهید اگر (۱ ۰) > :دنباله ( " ) به طور خطی به صفر همگراست و نه به صورت کوادراتیک. 

۷-مطلویست حل (۱.۵- ۲)  )(<‏ ط0 در [1 0] با روش دو نیمسازی و 
کر 


جواب: ۵ در ۲ تکرار. 
۸ -نشان دهید دنباله های (ج) , (د) ,(ج] ... همگرایی خطی دارند. 

29 
اما ها ای یط ۱ نی لفق ارت 
۶برای حل (۱.۵- )  )۲(<‏ 3010 در فاصله [1 0]. تعداد تکرار را طوری 
۱ 


تعیین کنید طول بازه نهایی حداکثر ۱۰/ طول بازه اولیه باشد یا۰,۱ > ۲۰۴ < - 


۷ 
ال ()) برای اعداد طبیعی( 1۷ 6 0 به صورت خطی همگراست یا به 


صورت کوادراتیک؟ 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت ۱۸۷ 


۶-۳ روش نیوتن برای بهینه سازی توابع یک متغیره بدون محدودیت 
اساس روش نیوتن این است که از تقریب مرتبه دوم بسط تیلور تابع استفاده 
می کند. بسط تیلور تابع یک متغیره )00 حول تین است (از کتاب فقیددکتر 


اصغرپور: ۱۳۸۱) 
مت ی( 0۳ سشد ‌" +0۵ 21 0 - ((00 
(ر0۵ 0۳ امس تس 4 
ا(+ع) 


با صرفنظر از جملات بالاتر تقریب مرتبه دوم تابع 00 ۱۳ 


ید 2 .() 0 2 .() 


00( 2 00, + 0 0. + ۳ 0 ) 


این تقریب را که یک سهمی است با 0 نشان می‌دهیم: 


)- 


۹00 00+ 0 000-2, 00,0 


از ی( است نسبت ۸ به مشتق می‌گیریم 
زر( 00 "0بن 0 هبوعرمو 
و مساوی صفر قرار می‌دهیم. فرض کنید ()0 به ازای نقطه ربیب صفر شود پس 
۰ (1- ب(0 0+( 0 << (ب4 4 ما۸ 
با فرض وجود داشتن مشتقات اول ودوم و غیر صفر بودن مشتق دوم در ,2 (۰ ۶ (ب0")2) : 


(,2) 0 
نقطه بهینه تابع سهمی تفریب زننده 75 < بد یچ 


) ۳3 
اگر تابع (۵0 واقعاً درجه۲ باشد اپتیمم آن دقیقاً ,,۸به ازای 1۱ خواهدبود (قتباس از 
,۲110۵10120 ). اما برای یک تابع کلی غیرخطی وت تابع اصلی 


شایان ذکر است گس موسوم به جهت پیوقئی در نقطه 4 است. 


۸۸ برنامه ریزی غیر خطی 


۱-۶-۲ الگوریتم روش نیو تن 
الگوریتم روش نیوتن را برای یافتن مینیمم تابع (0)02 با نقطه اولیه ,۸و ثابت 


تمیز » می توان چنین نوشت: 


(0)2,(,6, ب2) 2۷۵۷۷۱۵0 70 12 ۸ 


1<: 1 
لیا و 
,"60 1 1+ 1 
1+ 1 <<: 1 
و " 
کسست. 
6 > رب - 2 
ی 
6 > ( 0 


بایدبطور مرتب تابع را حول نقطه های جدید بسط دهیم و مینیمم تابع سهمی حاصل 
۱ 0020 
را بدست آوریم. یعنی به طور متوالی رابطه 00 - »2 < بی تکرار باید شود تا 
1 

وقتی که ع > | ,4۸|< ۸۵2 یا ۸۷(6) 0 (بازارا و همکاران ,۲۰۰۶ ص ۳۵۸). 
یک عدد اسکالر کوچک از قبل تعیین شده مانند یک صدم است. 

مکرراً رابطه فوق را اجرا کردن یعنی بسط مکرر حول نقطه جدید یعنی ببی2 و 
بدست آوردن توابع سهمی جدید برای برازش به تابع و محاسبه اپتیمم آنها . 


روش نیوتن برای توابع ۲ بار مشتق پذیری که مشتق دوم برای ی در تکرار ها صفر 
7 
تیوه عتاسب اس هرانش قرع کرفن ایم. ش و یله با فرط ۴ (۸) 0 
مقداری حدس زده(در روشهای تکرار شونده گاه مقدار اولیه چند بار عوض می شود). و 
سپس به طور متوالی ازرابطه 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت 


(بل) 0 


و ۳ سس 
(,) 0 


۱8۹ 


1+۱ 


استفاده می شود. شکل ۲۰-۲ این روش تکرار شونده را نشان می دهد. 1 تاجایی پیش 
می رود که ۶ >|,2- ,| [۸2| يا تاجایی که ء > (0")2.(شرط توقف). 


02( 


۲+ 1۲ 
شکل ۲۰-۲ روش نیوتن 
(شکل ۸-۱ آوریل,۲۰۰۳ ص۲۱۰ آوریل:۱۹۷۳) 


ذیلاً یک برنامه برای روش نیوتن در محیط متلب آمده است 


2 (۲ : (21016 7211 وه ۶) ۶17801310۳8 61 ]۱۳۳8 


و 


یک برنامه در محیط 11,۸3 1۷۲۸ برای روش نیوتن در بهینه سازی توا بع یک متغیره بی محدودیت 


5۷۲5 
1 ۵10021 0 
2۰ <1 10 )۲ 


۳ 
را 


0 و ۱ 


۷ 9203 41910013 31.6۰ ط110ووه طهطظ ۲ ) تا عم 
۲ 
) 


4 
01 ۶۶ )16۵۲0( ۶ 
۶<1 ۱1 16 )2۵( 

1 -0۳1۳21 2 
60 ]۶071091 
۶ (ظ) ۶۶ 01عج 

0<1 11۳6 )۵( ۶ 

.<< ( (۱) 0) ولج 1۶ 


۶ 


6 ۶ 72۵1106 1۳6 166219 2660 ۵101 15 0۵0۵ ۲۵ ) 03150 
(۲ 2۵10 ود ۰عر اه 06۳1357261576 86060۴8۳80 


و [ه 
1-2 


261-6۰ - )۴ )۰( 3 )6۰(( ۶ 


17۳1 16 2105 )261-۰( <۵ 


43 50 )<6( ۶ 
26 ۱-6 


61-6۰ - )۶ )6۰( 3 )6۰(( ۶ 


1-26 


۳ برنامه ریزی غیر خطی 


0 

(21-6۰) 12105 م 

۶( : ود طمداتالهو فطع ۲ ) 0350 

( لت بر رت م۳ عل 226۲۱۲۵ ۲1/۶۰۴ ) 3۴ و) 90 03 
0 


۳(۶-):(۷۵۲۱۵016 که )109ص تما 
۱۹۹۹ 


۱ صماوصمی باتانطامطاهتبع‌صتامنل .عی مماتووه تماحظ 


۳۰ حلهطالر, ۱٩‏ <1 : 15 جمتاناامو عط 


مثال ۱۹-۲: «ص ۳۹۱ دکتر اصغر پور.۱۳۸۱) 


تلبع ۳(۴- ) < (0 را در نظربگیرید. با 620005 نقطه میمیمم این تابع را 
با روش نیوتن بیابید . 
حل: 
*(120-3-() "0 40-3(۳-(۸) 0 
در هر تکرار روش نیوتن نقطه بهینه حاصل تقریبی به صورت زیر خواهد بود 
۳ مب اد (۳- 62 ور 04 


1 


۳ (۳- ۱۷ ۲ 9 بپِ«« 


پس از ساده کردن: 


2 


1 + 


و و و 2 1 ۱+ رف < 
۲ 


بدلخواه مبدارا نقطه شروع می گیریم یعنی 2۰ ,۸( 4 اولیه را نمی‌توان برابر ۲ 


انتخاب کرد زیرا ۰< (0*)۳و رابطه فوق را بطور متوالی تکرار می‌کنیم. 
۱< 7 


| 2-2 <2۱-۰-۱< 6 


" گر چه مقدار جواب این مساله براحتی با مشتق گیری تابع قابل محاسبه است اما هميشه اینطور نیست مثلا 
3 


ای تابم سس + بروزی 
ی اه برووز ۱ 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت ۱۹۱ 


69 ۲ 
۲ ۵ ۵ ۲ ۲ 
< - -]۱--]|-<] ,2 ,بر < 4+۱ - ۱ < ۸ 
اس اعا میا اج عم 
۳< 1 
1 ۹ ۸ ۰ ۲ 
اد اس ارب | ۱-۲-2 ]| )- 2 < ,2 
4 ۹ ۳۸۳ ۳ 
-< 1 
۸ ۱۱ ۱۱ 
و6 < ست ح ۲ || 2۸-2 ۲ < م2 
ها 2۲ 
0< ۲ 
۷۱ 14 1۹ 
۰/۱۱۹۸ 2,2۲ - 2۸| 2 ۲ح. ,ر 
۸۱ 
-< 1 


۹۸ ۲ 
۳ 2 -ت ۲ <۱+ ,2 - < ,بر 
۱1۳ ۳ 


۳۱۰ ب ببب)||)108 ی ۳ مینیمم سهمی‌های برازش شده 
0 ۱ | ۶ 
حیرص 
۲ 2۱ ۱-۰ 2 ۳ ۱ 
۰ ۲ ۱ 
۱ ه- تس تعیب | 0 ی | جیار ۲ 
۳ 
فایلا دی تا ۱ سر ۳ 
:۹ ۹ ۳ ۳ 
۳۹ ۱۱ ۱۱ 4 - 
۱۳۹: ۱ 0 ک 2 
اک ۲" <-: ات 
9« ۸ ۳-۷ | 1 تفت ۵ 
۰ سس( (ع سس _صسحسسس ۳ات تا 

لفحف 1۳ عم اب | ۸ 
۰,0۳ ۰۱۸۸ 2۱ ,۸ ۹ ۷ 
۰,2۹۶ ۰۵۹ 2۶ ۸۰ ۱۱ ۸ 
۰۰:00 ۰۱۱۰۳۹ ۲-- با ۳ ٩‏ 
۰,۳۱2 ۰۰۳۹ 2۸۹ ۸۱۱ ۰ اأ - ۱ 
۱,۷ ۰۰۷ 2۳ ۸۱ ۷۲ ۳ ۱۱ 
۱۸۳۸ ۰۱۱۹+" 2۹ ,۸ ۲ ۳ ۱۲ 
۱۹ ۸ ۲۷۸۸ ]۱۳ 
۱,۰ 2۳ ۷ <2 و2 | ۲,۹۸۶ | ۱۶ 

۱ 


بل برنامه ریزی غیر خطی 


در پایان تکرار ۰۱۵ > ۰,۰۰۳۴ < |۸۸ ۰ 2 27 لذا ۲/۹۹۳۱ به عنوان 

مینیمم تابع بدست می‌آید. جواب دقیق 2۳ ۶ می‌باشد. در ضمن نحوه محاسبه یکی از 
اعداد ستون اول سمت راست فا به عنوان نمونه آورده می شود: 

16۷ 1020|) - ۳(۱(-۲۱۵۵)||)2,-۳(|(- 10۵)/)۲۰۸۸۲۹۶۴ - ۳(|(-۲۱۵۵//)۲,۸۲۴۴۱-۳(|(- -۰ ۰۹۳۱۶-۲۰۵۵۵ 

(۸۰ 

102۱۰ )205)۲,۸۸۲۹۴۴-۳((-۲ 1082 ۱۰)۵05)۲,۸۲ ۴۴۱-۲((-۰۴ ۸ 

یکی از نکات قابل توجه در روش نیوتن سرعت همگرانی(نزدیک شدن) است. نرخ 

همگرایی این روش «حداقل کوادراتیک (02۲) است(مک کورمیکه ۹۸۳ص ۱۴۷ یک 

تعبیر این مطلب این است که در تکرار های بالاء هر تکرار این روش دقت برآورد را 

حداقل ۲ برابر می‌کند(اقتباس ازص ۱۲۲ مک کور میک.۱۹۸۲) که توضیح آن در پایان 


نش ۵-۲ امفه انشگ, فایل دز ات که جر ال قوق فر راهان «ذبه با ال 
ات ۳۶ 
2۲| 


۲-۶-۲ نکاتی پیرامون نقطه شروع در روش نیوتن 

موفقیت روش نیوتن به عواملی ازجمله نقطه شروع بستگی دارد. روش نیوتن را 
ممکن است با یکی از روشهای دیگر جستجو توام بکار برد زیرا بهتر است که نقطه 
شروع(:/اولیه) بقدرکافی به نقطه بهینه مطلق مساله نزدیک باشد(اصغرپور ۱۳۷۰۰ 
ص ۳۹۳) و لذا می‌توان نقطه شروع را با استفاده از سایر روشهای جستجو مشخص کرد. 
مثال زیر ۲ نقطه شروع را بکار می برد که در یکی دورزدگی رخ می دهد. 

مثال ۲۰-۳۲ «ص ۲۵۸ بازارا و همکاران,۲۰۰۶) 

مطلوبست یافتن نقطه بهینه تابع زیر با روش نیوتن 


۰< 7 ات 2 
() 0 ۷171 


1 ی ار 


تابع دارای مشتق اول و دوم می‌باشد پس می‌توان روش نیوتن را اعمال کرد: 


۲ در این مورد قضیه صفحه ۱۲۲ مک کورمیک (۱۹۸۳) قابل مطالعه است. 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت ۱۹۳ 


۱۲۵ ۱۳ 
< (۵۳)۸ و - ( 0 


۰> ۸ (/۳۸+,۱۲6۲۸ 7 رد ۱۷2 
به یک نقطه شروع نیاز داربم قبل از اعمال روش نیوتن این نقطه را می‌توان از 
فاصله نهاتی قطعیت بدست آمده از یک روش جستجو مثل روش دونیمسازی برگزید. 


چند تکرار روش نیوتن برای مثال ۲۰-۲ با نقطه شروع /۰< 2۱ 


مینیمم سهمی‌های برازش شده 
۸۳۲ بر بر | 9۵۸ | 90 | م2 | 5 
0 + 
۱/۳ ۱/۱ ۳/۸۶ ۱/۱6۲ عِ/ ۱ 
۱۱" ۱,29۹" ۳/۳۰ ۰/۱۳۸ ۰/۱ ۳۲ 
۱۹۵ ",+ ",۱" ۱-۲( 4 2۵-۹ ,۱,* ۳ 
۳ ",+ ۱ ,+" ۱ ۷ ,"+ ,"+ 3 
۷« «,«۱,۰,* ۳ ۵ ,"+ ۱۱/۷۳۲" ۳ ۱" 12 ۵ 
۱۱۸۹۱۷ +1۱ ۱۸۹۷"«,«",)" ۳( ۳/۹« «"۱۰,*" ۰۳۶« #"۰/-۱ 1 


موفقیت روش نیوتن به نقطه شروع هم بستگی دارد. گاه ممکن است نقطه شروع 
طوری باشد که در تکرارهای متوالی بهبودی حاصل نشده دچار دوزردگی شویم و مرتب 
جوابهاتکرار شوند.بعنوان مثال با 2*۱ 2 نتیجه چنین است. 


چند تکرار روش نیوتن با نقطه شروع 2۰/۲ 


۸۵ ,2 امه ۱900۱ .2 ۶۱ 
۱/۳۲ ۰/۹ ۱/۳ ۱/۸ ,"۰ ۱ 
۱/۲ ۹« ۶-- ۸ ۰*۲ ۲ 
۲ او ایا ام ار ۳۲ 
۲ ۰ ۱/۵ ۱۸۲۸۱ ۱/۸ |[ 
پایان مثال ۸ 
مثال ۲۱-۲: 


مطلوبست انجام ۲ تکرار روش نیوتن برای یافتن نقطه بهینه تابع »102] - ۷ . 


1۹۴ 


برنامه ریزی غیر خطی 


ار ۰ 000 _ 
۳ 7 1+۱ 
ت_ (,)0۳ 
۲ 
‌كِ 
۱ 
۱۷ 
قح لس 2۱ بر ۶۱ 
۱ 
۱ 
_۷ 
۵ بت ۷ ۵ , 6 ۷۲< 1 
۳۵ 
۱ 
۱۷ 
۱۸۵ 


شایان ذکر است که روش نیوتن در ريشه یابی معادلات هم استفاده می شود. 


۷-۳۲ تقریب توابع با جند جمله‌ای جهت بهینه سازی 


در مسائل بهینه سازی يا ريشه یابی گاه کارکردن با تابع مشکل بوده ولی کار با 
تقریب تابع راحت تر است. در خاتمه این فصل به تقریب توایع با چنذ جمله‌ای برای 
بهینه سازی اشاره می شود. 

ابتدا فرض کنید می خواهیم مقدار کمینه تابع پیوسته ] شبه محدب (سودو 


مصمتاعصن؟ که ممتامصتمتممه لمتهمصرامی ( 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت ۱۹۵ 


در روش تقریب با چند جمله‌ای درجه دوم یا تقریب کوادراتیک. تابعی مثل ‏ که 
بدنبال بهینه کردن آنیم در صورت امکان بایک تابع درجه دو مثل # تقریب زده 


9 )( < ۰ + 2 + ۲ 


00-3 + 0 


شکل ۱۹-۲ تقریب کوادراتیک 

رهبا رارقا یرای بافتی ابتسه: با امش سبهقطه را تحص و مقدان خایم 
ی 
۵ بدست آید. ۳ نقطه > 2> ,7 طوری مشخص می شود که 
(ی) >( زگ (۲) [<(,۲) 7[ تا تضمین کند مینیمم در [وبد تا 
قرار دارد. 

در روش تقریبی "جستجوی خطی با تقریب کوادراتیک" " مرتباً ۲ نقطه تعیین 
میشود و یک تابع کوادراتیک به تابع پیوسته ‏ برازش می شود. برای جزییات این 
روش جستجو به مراجعی نظیر بازاراو همکاران (۲۰۰۶) ص ۲۶۱ مراجعه شود. 

شاپان ذکر است که بطور کلی هر تابع پیوسته با مشتقات پیوسته با سری های 
کلاسیک مکلورن یا تیلور می تواند به صورت یک چند جمله ای درجه ام تقریب زده 
شود(برگین»۱۵ ۰ ۲قضیه ص ۲۷۳). " بستگی به دقت مورد نیاز دارد تقریب با سری 
مکلورن. که در واقع بسط تیلور حول مبدا می باشد. چنین است : 


مهو مصناً ات-عتامتلهن0 ۱ 


۹۶ برنامه ریزی غیر خطی 


هم/ ۱ 
شک «ه/ 


مثال ۲۲-۲ : 
مطلوبست بسط مکلورن تابع 6 
حل 
۸ 
و ک مه ست له 6( قک ۵۳ 
 (‏ !۲ 
پایان مثال ۸ 
تمرینات روش نیوتن 
مطلوبست رسم تابع های زیر با 1۸1۸و یافتن مینیمم آنها با روش نیوتن 
۱-تابع ۱۱ - ۰/۳۵ با نقطه شروع ۰.۱ و شرط توقف 
2 (ب1) 


.۲۵۶۵(| > 2-۱ 

۳ ۳ 
۲-تابع 277+ 0 پا ۶-2 ۳ 1 جع 
انم مر اعد 2202 
شتبع (2- با 6۰/۰۵ » رب( جولب 1/92- 2 2 

ِ 2 2 اس 

۶ستابم [[ 1 عبیه ۵و 
۷-تابع (100-۵ . 82۰/۲ 
۸ - دعر ور ع(00 زر 1۷0 بااه./عع نقطه اولیه را از بازه عدم 


قطعیت نهایی حاصل از روش تقسیم طلایی برگزینید . 
رتاک رات نیم او ال کین 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی یک متغیره بدون محدودیت ۹۷ 
۰مطلوبست ‏ . جواب ۵+ ۵7۲ ۱۰۲-  0(<۳۲۲‏ 21۸ پا 
۲ ۲ 


۱ روش نیوتن برای زیشة بابی)» نشان:دهید: برای تابع مشتق: پذیر. 1 ویشه 


۵ اه سره 
۰-(0] از رابطه بازگشتی --- 7" ,2-۲ رب قابل تقریب است. 
(,۲) ل 
۲ - رابطه کارایی یک تولیدی() و تعداد کارگر(۷۷) چنین است 
۳ بت 
۲ - ۲۲۷ + 


[۲ 
۴ 


سعی کنید با یک نرم افزار جواب این مساله برنامه ریزی غیر خطی اعداد صحیح 
مشخص شود؛ یعنی مشخص شود به ازای چه تعداد کارگر کارایی ماکزیمم می شود. 


کی ۱ 
هرز ین 
کار ال دام ام ور 


سح 
ات اد واوی . 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی توابع چند متغیره بدون محدودیت 


۳ 
عا ی 
فان کی ری 
ست ات و سس وت 
بد ون معه ودیت 


1۹۹ برنامه ربزی غیر خطی 


۳ 


بهینه سازی غیر خطی جند متغیره بدون محدودیت 


هدف فصل 


در این فصل ضمن ارائه چند تعریف و چند قضیه پیرامون شرایط بهینه بودن 


نقاط برای توابع چند متغیره. دو الگوریتم جستجو برای بهینه سازی مسایل برنامه 


ریزی غیر خطی چند متغیره بدون محدودیت تشریح می شود 


در مبحث بهینه سازی بدون محدودیت. شرائطی تحت عنوان شرایط لازم مرتبه اول 
برای بهینه بودن یک نقطه و شرایط دیگری تحت عنوان شرایط لازم مرتبه دوم بهینگی 
و شرایط کافی مرتبه دوم برای بهینگی ارائه شده است که ذیلاً به برخی از آنها پرداخته 


ی شتوگ: 


۱ ۲ ۲ : ۲ ۱ 
عصتصصصصهتع 0۶0 که صتلمم هر ماماتهته ۷ - نهر ملق فهممها 


۳۹ فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی توابع چند متغیره بدون محدودیت 


۱-۳ شرایط بهینگی توابع 
ابتدا یادآوری می‌گردد که درتابع درجه ۲یک متغیره 7 ماکزیمم یا مینیمم بودن 


یک نقطه برای یک تابع با توجه به صفر بودن مشتق اول وعلامت مشتق دوم درآن نقطه 


مشخص می شود 
ِ ۴ ماکزیمم است 


که در واقع به ترتیب شرط لازم مرتبه اول و دوم برای بهینه بودن یک نقطه مثل ‏ 
برای یک تابع یک متغیره است. 


چند تعریف و چند قضیه پیرامون بهینگی توابع چند متغیره ! 


فرض کنید تابع غیر خطی رتسا[ با فک ام >( ...0 می خواهیم 


2۳00 کی مس 
به شکل سح قشازن هی دهیی. یک فرظ لاو بزای آننکه ( ری )۳ میک 


اکسترمم (مینیمم یا ماکزیمم) موضعی برای ۳ فوق باشد از قضیه زیر بدست می‌آید. 


۱-۱-۳ شرط لازم بهینگی مرتبه اول 
قضیه زیر شرط لازم مرتبه اول برای بهینه بودن موضعی و مطلق «کلی) یک نقطه 
مثل ‏ برای مسایل بهینه سازی چند متغیره بدون محدودیت رابیان می کند 


ان ۱۶ ویشتگرن ( ۱۵۹6 


۳۰ برنامه ریزی غیر خطی 


قضبه ۱-۳ 


(ر .(0) گنه ۸ 0 ۸۷۱۸ 


6( ).1و 


اثبات به صو رت برهان خلف در مراجعی مانند وینستون (۱۹۹۴) ص ۶۵۶ امه است. 


پایان قضیه 9 


۱-۱-۳ نقطه ساکن تابع فرم: تعریف 


5 5 ۳ بر< 
اگردر نقطه ای مثل ار تابع نرم ۶ 2۰ () ۷7یا 0 


باشد» نقطه * نقطه ساکن تابع نامیده می‌شود. پس نقاط ساکن تابع از صفر قرار 


دادن گرادیان به.دست می آیند: 


فقال ۱۲ زدکی اضق و۲۱۱ ای ۳ 


۳ 


ف‌ 


رس چرس ۰ ی اه 7 
حل 
گرادیان تابع را مساوی صفر قرار داده جواب دستگاه را به دست می آوریم. 
0 
۱ 0 0۳ ۲۶ 
۳-۲ | | 00 4 


0 


۲ 


۳۹۲ فصل ۳ بهینه سازی غیر خطی توابع چند متغیره بدون محدودیت 


با قرار دادن ۷0-0 یک دستگاه ۲ معادله غیر خطی حاصل می شود که جواب 


دارد: 
در معالل ۲4 
۳۳ زج 2۰ ۰1 ۲ - و - ۰< ,2 
تن چپ بح ۲ 0 :۱ 
2۰ ۲ ,۲ - ,وتات جت ,۲2 ,۲ 
بر :۲ 
۴۳ << مرج ۱/۵- < ,ور ۱ 
چا ۲ روت 
ح< ,1 ۱< ,1 
پس این تابع ۲ نقطه ساکن دارد : | 6 بت ۸ 
۱ ٍِِ ۳ 1 
۲ 
بایان مار ط 


۲-۱-۳ تعریف »1 امین ماینور اصلی 
م۱۷ [۳۱۵۵۱۵۵ظ ئ 
امین مینور (کهاد)اصلی یک ماتریس 7 *« 7 عبارتست ازدترمینان هرزیر 
ماتریس /< 6 از این ماتریس که با حذف 71 سطر و 71 ستون همنام بدست 


می‌آید 1و ۱۲ 1 همواره اولین ماینور های اصلی روی قطراصلی قرار دارند. 


مثال ۲-۳ مطلوبست مینور های اصلی ماتریس 1 

ور م4 ره 

وم ووه رو |< (۸۶) 17 

ول موه وله 
حل 

۱ <- 
ولین مینور اصلی این ماتریس ۳ < ۳ از حذف ۳-۱-۲ - #سطر و حذف 
۲-۱-۲ ستون همنام یا متنا ظر آن بدست می آیند یعنی 


۳۳ برنامه ریزی غیر خطی 


حذف سطر اول و دوم و ستون اول و دوم که حاصل آن واست 
یاحذف سطر اول وسوم و ستون اول و سوم که حاصل ور 
یاحذف سطر دوم وسوم و ستون دوم و سوم که حاصل 6۱۱ 
پس اولین مینور های اصلی عناصر روی قطرند: 
ماینورهای اصلی اول< (و4) «(و6,(:)6) 
دومین مینور های اصلی: 
ی سا ی 
حذف سطر ۲ و ستون۲ : 


1 28 
ووا 21 
ور ره 
ووه رو 
23 و 
وله مو 


سومین مینور های اصلی: 
حذف ۳<۰- سطر 9 ۲-۳2۰ ستون 
م4 م4 ها 


ماینوراصلی سوم- |,رجه موه مرو 


پایان متال ۸ 


اس ۲ 


حل 


۳۴ فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی توابع چند متغیره بدون محدودبت 


ارام ما امک اک( مره اه 
می‌آید در اینجا اين سطر و ستون حذفی می تواند سطر اول وستون اول باشد یا 
سطردوم وستون دوم باشد . 
با حذف سطر اول وستون اول ۴- می ماند 
با حذف سطردوم وستون دوم ۳- می ماند 

6۰ بازای 12۲ پس هیچ سطر وستون نباید حذف شود و دومین ماینور اصلی 
اين ماتریس دتر مینان خود ماتریس است یعنی دومین ماینور اصلی برابراست با : 


۷- (-)(-)-(-)-. بایان نار 


مثال ۴-۳ : مطلوبست مینور های اصلی ماتریس | ۱ ٩‏ ۵ |< ظ. 
و 

اولین ماینور اصلی ماتربس 

با حذف ۳-۱-۲ سطر و۲ ستون متناظر بدست می‌آید. این ۲سطر و۲ ستون 
حذفی می تواند 

الف)حذف سطر اول و دوم ستونهای منتاظر (اول و دوم) باشد که ۳+ بدست می‌آید. 

ب)حذف سطر اول و سوم و ستونهای متناظر (اول و سوم) که ٩‏ بدست می‌آید. 

ج) حذف سطر دوم و سوم و ستونهای متناظر (دوم و سوم) که ۱ بدست می‌آید. 

دومین ماینور اصلی با حذف ۲-۲-۱ سطر و۱ ستون متناظر بدست می‌آید. این 
اسطر و۱ ستون حذفی می تواند 

الف)»حذف سطر اول و ستون متناظر (ستون اول) باشد که ۳- بدست می‌آید: جواب 
۹ 
ئ 


۵ 


2۳ 


1 ۱ 
۵ 


۸ 
ج)حذف سطر سوم و ستون متناظر (سوم) باشد و جواب < ۱ 


سوال: منظور از (10/ یا (رد-سیآ۲)لمربوط به ماتریس «دراه مربع 11 چیست؟ 


۳۰۵ برنامه ریزی غیر خطی 


جواب سوال را در زیر می یابید(از وینستون۱۹۹۴ ص ۶۵۶). 
۳-۱-۳ زیر دترمینان های یک ماتربس؛ 
دترمینان :امین ماتریس اصلی بیشتاز 
یا 
امین مینور اصلی پیشتاز(م.۱.ب) (۷۲۱۴۸0۲ ۳۳۱۱۸0۵1 عصنل2ع۲ خعا) 

امین مینور اصلی پیشتاز(ماپ) مربوط به یک ماتریس ۲۲ 7 . دترمینان 
ی اوهویتسو ۳ 15 2۵۶ 

درادامه 1 امین ماپ مربوط به ماتریس هشیان یک تابع 0 متغیره ر که در نقطه 
(مل.:::5) محاسبه شده با (گ...یک) , ظ با () نشان می دهیم. 
مثال ۵-۳: 

اگر + ۶ ۲۲+ ۲ 2( ,6,۶ ۳ مطلوبست هشیان تابع 8 و :71 و 
(1 تب 


حل 


۲ 

۳ ۲ ۳2, + ۲2 

پٍ اعلمیم) ۷ج ۲+ ۱ ع(, ی 
۲2 + ۲2 


۲ 0۶1۶۱ 
1 ِ > ( 26۷ ,)7 
(,2 ,11,62 با حذف آخرین (۲۱<۱ 7 )سطروستون ( سطر دوم و ستون 


۱ 


ِ ۲ 12 
ست بو( روم -| 0 
۲ ۲ 


قضیه زیر چگونگی استفاده از ماتریس هشیان و مفهوم ماینیورهای اصلی در پی بردن 


۳.۶ فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی توابع چند متغیره بدون محدودیت 


۳ -۲- شرط تحدب تابع براسا س ماینور های اصلی پیشتاز (ماپ ها) 
قضیه ۲-۳ 

فرض کنید تابع ۲ تیا [ذارآجن مشتقات نسبی درجه دوم برای هر 
نقطه در مجموعه[ محدب ك 5 ]باشد. آنگاه تابع گروی 8 محدب است 

اخزرع. فقط گر -ماترشن. هشنیان. آخ یت تیم ععین. باشدرضی ۱۱۳۰ بان 
ودگران»۲۰۰۶ ) با به طور معادل 

برای هر نقطه »متعلق به؟. تمام زیردترمینانهای موسوم به ماپ (ماینور های 
اصلی پیشتاز» هشیان تابع » غیر منفی باشد. (قضیه ۳ص ۵۷عوینسنتون؛۱۹۹۴) 
پایان در 8 


۲-۳شرایط کافی بهینگی مرتبه دوم 

۲ قضیه زیر شرایط کافی مرتبه دوم را برای اينکه نقطه‌ای مثل برای تابع چند 
متغیره بدون محدودیت بهینه باشد را بیان می‌کند. شایان ذکر است که این قضایا برای 
تابعی است که.*< ( )بل بعنی ذترمینان هشیان آن درنقطه 7 صفر نباشن: 
سه قضیه در مود ویژگی هشیان برای اکسترمم بودن يا نبودن یک نقطه ساکن 

۳ قضیه زیر شرابطی را در مورد هشیان تابع ؟ بدست می‌دهد که تحت 

آنها نقاط ساکن (91211017277) آن می‌تواند یک نقطه مینیمم پا ماکزیمم موضعی 
باشد یا اصلاً اکسترمم نباشد. یادآوری می‌شود که را نقطه ساکن تابع (:) /گویند 
اگر ۲(<۰) ۷۶ . 


قضیه ۳-۳ 
گر مین ساپ هشیان تبع ۳ (تق,), :0 در نقطه سکن 3۳ مبوط به 
تابع مثبت باشد. یعنی ۰< ( 6 آلبرای ۱۲.1 1 آدهاه 3 یک مینیمم موضعی برای 


تابع گراست. پایان قضیه (قضیه ۷ ص 1۷۵ وینستون ۱18۹۵۶0 


مطالعه قشایای ۱۲ اس ی و۱۴۸ باراد ( ۶۶ ان عفاسیت کینیگ: 


۳۷ برنامه ریزی غیر خطی 


قضیه ۴-۳ 
(قضیه ۷ ص 1۷۵وینستون ۱۹۹۶۰) 
اگر (75)ق :2۷ غیرصفر و علامت آنها برای ,۱,۲ هما نند *(۱-) 


تاشیوز یک در میاه ی بت هساک ۶ انم لا راکمه 
توجه علامت اولین , 2 باید منفی » بعدی مثبت ِ 


قضیه ۵-۳ 

(قضیه " ۷ص ۷۵عوینستون ۱۹۹۴۰) 

اگر ۲ نقطه ساکن تابع 61۳ ,() و (,1] یعنی دتر مینان هشیان آن در 
صفر نباشد و شرایط دو قضیه فوق هم برقرار نباشد. برای تابع یک نقطه 
۲ 


اکسترمم موضعی نیست. پایان قضیه 

توجه اگر برخی ها صفر گردند. شرایط قضایای فوق برقرار نخواهد بود. 
تعریف نقطه زینی 

اگریک نقطه ساکن اکسترمم نباشدنقطه زینی نامیده می‌شود (وینستون,۱۹۹۴ص۶۷۵ 
وبازاراو همکاران,۲۰۰۶ ص ۱۷۲). توضیح اينکه اگر نقطه ساکن 1 برای تابعی 9 متغیره در 
قضیه ۳-۳ ۴-۳ صدق نکند و به ازای آن (1,)۳/ مثبت یا منفی باشد(دتر مینان 
که زاین ۲.ضر تباشتی1آنگام. ۲ نقطه کیت است, رای فرش فا گننمم با میم نا 
زینی بودن یک نقطه. محاسبه ماپ‌ها در آن نقطه به ما کمک می‌کند. 

اک تفه اکن در ۶0 ار تاضفق کنفآنگاه ۷ مکی استه یمن موی 
پا ماکزیمم موضعی يا نقطه زینی باشد و قضایای سه گانه فوق قابل نتیجه گیری 
وانستفاده تیستته (ویتستون ۱۹۹۲۳۰ خن ۶۷۵: 


۳۸ فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی توابع چند متغیره بدون محدودیت 


(ود ,رد)1 


٩ 
2 


1 


ما کز یمم موخعی (۵) وورررورزوووهر امعم 


(و۲ ,رت 


اصامم 5۵۵۵/۵ (ع) نقعله زبنی 2 
شکل ۱-۳ فرمهای ۳گانه نقطه ساکن (راردین؛۱۹۹۸ ص 0۷۴۶ 
۲ 2 3 7 
مثال ۷-۳ ۲ :در تابع و6 21 + و6 26 ( و ی) گر نقاط ماکزیمم و مینیمم 


موضعی و نقاط زینی را بيابید. 


نقاط ساکن تابع از صفر قرار دادن گرادیان به دست می آیند: 


0 
را 3 را ۹ و ی یو 
2 02 
تابراین 0 + ندنک ایجانیدمی کی که 
0 0۶۱ 
08 0 (1- ۸ 2 راع را 0ج رت 22 
(/0 0 (1- 3272+ )جع رورا 227 32+( ۲ 


" مثال ۲۰ ص 7۷۹-7۷۷ وینستون »۱۹۹۶ يا مثال ۲۸ ص 10۸-1۵٩‏ وینستون و گلدبدگ »۲۰۰۶ترجمه توسط 


خانم مهندس آرزو عظیمی 


۳۹ برنامه ریزی غیر خطی 


حل دستگاه ۵ نقطه جواب می دهد: 
برای برقراری معادله ( باید یا () 20 , يا () 0 -1- 3 + ,2 برقرار باشد. 
برای برقراری معادله (11) بایدیا (نن) 0- , یا () 2-1-0 32 + . 
بنابراین برای اینکه (و۲,,۳) یک نقطه ساکن باشد بایستی: 
(۵ و (نل) برقرار باشند؛ که فقط در نقطه (۰و۰) برقرارند. 
(۵ و (6۷ برقرار باشند؛ که فقط در نقطه (۰و۱) برقرارند. 
(ن و (ذن) برقرار باشند که فقط در نقطه (۱و۰) و (۰9-۱) درست است. 
(6) و (۷) برقرار باشند. برای این منظور نیاز است که ,21-27 : ندو 
0-<1-(, 30-27 + ,۶ برقرار باشند. ارحل همزمان آنها 


ِ ۳ 
5 5 
م سست ست 22 0 با سب << 
5 2 ۰ 5 2 
تتای اش نايم ریت زر دارای قاط ساک زیر اس 


2 
9 9 1 


1 1 


0 ,)۰ (-0 . (۰0۵,1 0:0 و (0:0) 


تست 
5 5 5 
همچنین با توجه به 
1- 32+ 27 272 
2 1 3 (و مر )۳ 
0 6۲ و بر 


0 -1 
۱۷00 1 


هت 
< (۳۲1)0,0 


الف) بررسی (۰) < 1 


0 
به دلیل اينکه 0<-(17,)000. شرایط قضایای ۲-۳ و۴-۳ برقرار نیست. از آنجا که۲ < 11 
و ۶0 1--(7,)0,0 با توجه به قضیه ۵-۳ نقطه (0,0) زینی ایست. 


0 1 
۴1)1,0( - 1 


ب)بررسی نقطه( ۰و ۱) < 1 


۳ فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی توابع چند متغیره بدون محدودیت 


شرایط قضایای ۳-۳ و ۴-۳ بر قرار نیست زیرا > (0,۳/,,0-(0,) 7 زذا 
نقطه( ۰و ۱)ماکزیمم ویا مینیمم نیست و چون 7۰ () ,1 پس برطبق قضیه ۵-۳ 
نقطه (۰ , ۱)نیز زینی است. 
ج)بررسی نقطه (۱و۰) < ۲ 


/ 
از تج کی ۵0-220۵۸۸۵۸ (فرض های قضیه ۴-۳ برقرار 


یت 2 2-4 (0,1),] (فرضهای قضیه ۲-۲ برقرار نیست)و ۶0 (0,1) ,1 
پس نقطه (۱و۰) طبق قضیه ۵-۳ زینی است. 


1 


7 ۶ 2 
د) بررسی نقطه 9 داریم: 
2 2 
ِ ِ 7 2 
- (س ,)11 
12 2 5 5 
۳ 5 
*(5)5 
بنابراین: 
ِ 2 2 2 
روخب مد( جر ) از 
5 5 5 
52 
پس بر اساس قضیه ۴-۳ نقطه 3-,ّ) یک ماکزیمم موضعی است. 
5 "5 
1 
۱ ۳ ۶ 2 
ه ) سرانجام بررسی نقطه دج 
2 2 
۱ 
ست. ۳3 
هل .2۳ ۱ 
۳۰ 5 


۳۲ برنامه ریزی غیر خطی 


۱ 0 5 
جون 2 


2 0 .۰ :5 2 ۲ 7 
,2 و 0< 2 < ست,-), 7 پس با توجه به قضیه ۲-۲ 
2 5 2 و 9 


1 


5 2 2 ۱ ۲ ۱ 
نقطه 0 مینیمم موصعی است. پایان مثال ۸ 


۴-۳ شرط اکسترمم بودن یک نقطه برای توابع ۲ متغیره 
در مورد تابع دو متغیره قضیه زیر قابل ذکر است که در واقع حالت خاص قضیه ۲-۲ 


۱ 


ما 


قضیه ۶-۳ 
نقطه (.6.,1) مینمم موضعی [آکید]تابع (,6] درمجموعه باز 1 در ۳ از رده ولاس) 
اش اک خاشته اش 
0 
0 
۲) دترمینان هشیان در نقطه .۷.۲ مثبت باشد. یعنی: 


),( .( < ۲ ۷۶ 6, .(<۰ 0 


2 2۶ 
,۵۳۵ | 0۳ 
مج چ ِ ۶ 1 ع |( :)۱۳ 
و 2 0۳ و 2 0 


هر گاه در بند ۲ بجای جع ۰ باشد و شرط ۳ تغییر نکند آنگاه ۰ مأکزیمم موضعی 
[اکید] است. پایان تن گا 
مثال ۷-۳ مثال برای سه قضیه ۴-۳ تا ۶-۲ : 


۷ 


نقاط ماکزیمم . مینیمم و زینی تابع ,ید +« + ۳ لت جر را 
۳ 


تلاو اضل کقاب: مارسفن و فروما ۲۰۸۳ هن ۳۱8 با ترجه کلم راخه افو ۱۳۷۷ ی اج 
آمتطور اتکلاس ) این است که عشققات آول نا کام بایغ همگی وود خاشته وپیونبعه ان 


۲۲ فصل ۳ بهینه سازی غیر خطی توابع چند متغیره بدون محدودیت 


حل: 
۲ نه ۰ 
در متال ۱-۳ دیدیم این تابع ۲ نقطه ساکن دارد: 3 ۱۳ ۸ 
۱ ِِِ ۳ 
۲ 
1 
بل ۷۲  -‏ بر 0 ۵ ۳۶ 
اس -- ( 3 
دج ۱ | 9 
0 
رن 
۲ ۲26 0 026 
- ۳ 2 0 
02600 


برای بررسی ماکزیمم و مینیمم بودن و زینی بودن نقاط. ماپ‌ها در آن نقاط را بدست 
می آوریم و به سراغ قضایای ۴-۳۰۳-۳ و ۵-۲ می‌رویم 
نقطه ۸ 


هت 
۸ 5 7 |-(۸) ۸ 


به ازای 2۱,۲ع1 
۶ع[۶- ] دترمینان <اولین ماینور اصلی پیشتاز(م | پ) <(۲[,)۸ 


۰ 


۲ 


ك 


اگر قضیه ۶-۳ را در مورد ۸ اعمال کنیم همین نتیجه بدست می آید. 
نقطه : 


-۳ 1 


۱ )۵(- 


0/- نی 


۲۳-<-(ظ) ۲۲۱ < اولین م ۱ تس 


۳۳ برنامه ریزی غیر خطی 


۳ 
۰ - < ال( - دمن ماب 


ا_ - 1 


پس نقطه 3 نه شرط مینیمم بودن در قضیه ۲-و نه شرط ماکزیمم بودن در 


قضیه ۴-۲ را داراست. 
۶ ۲ 
]هم 


نقطه : 
0(<۲) ,۲1 <اولین م اپ 


<< ۲۶ 


۲ 
1 < (,[۲ - دومین م اپ 
چون در نقطه ) دتر مینان 11 صفر نبوده وشروط قضایای ۴-۲۲-۳۲ برقرار نیست. نقطه 


۲ زینی ااست بایان :از کل 


۵-۳ روشهای بهینه سازی توابع غیر خطی چند متغیره بدون محدودیت 

بهینه سازی توابع چند متغیره بدون محدودیت شامل روشهایی است که يا از مشتق 
استفاده نمی‌کنند (مثل الگوربتمهای هوک-جیوز و مختصات دوره ای" )یا از مشتق 
مرتبه اول استفاده می کنند مثل روشهای بیشترین کاهش(5۳) و شبه‌نیوتن و الگوریتم 
گرادیان مزدوج" یا از مشتق مرتبه دوم استفاده می کنند مثل روش نیوتن-رافسون. 
قبل ورود به موضوع روشهای بهینه سازی توابع چند متغیره به یک معیار برای خاتمه 
الگوریتم ها توجه کنید: 


معامصنت000 منلبرن0 ۱ 
امععدع۲ ادعوعع8 ۲ 
0028-10 ۲ 


صطاتمع۸ تصمنکمن عنمعازومن ؟ 


۳۴ فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی توابع چند متغیره بدون محدودیت 


۱-۵-۳ معیار خاتمه روشهای با الگوریتمهای بهینه سازی توابع چند متغیره 
برای پایان دادن به الگوریتم یا روش معیارهای مختلف می‌تواند بکار گرفته شود از 
جمله آنها >> | ۶ بب | یعنی طول بردار تفاضل از کمتر باشد. چند معیاردیگر 
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یاد اوری : برای بردار #عنصری ‏ (, لا..... ,۰7 ,۲-۵ داریم. زر - | ۲ 
۳ 


۶-۳روشهای جستجوی بدون مشتق برای بهینه سازی توابع غیر خطی چند 
متغبره بی محدودیت 
برای کمینه سازی یک تابع چند متغیره بدون استفاده از مشتق تابع می‌توان مطابق 
زیر عمل کرد. نشان داده می‌شود که اگر تابع مشتق‌پذیر باشد این روش به نقطه ساکن 
نزدیک می‌شود. 
در جستجوی چندمتغیره بدون محدودیت برای مینیمم کردن تابع ل بدون استفاده 
از اطلاعات مشتق چنین عمل می‌کنیم. با در اختیار داشتن نقطه اولیه ابتدا یک جهت 
مناسب مثل 4 تعیین می‌شود سپس با یکی از تکنیک‌های که قبلا ذکر شده از نقطه:د 
درجهت 41 حرکت صورت می‌گیرد تا نهایتاً ] بهینه می‌شود. در این روش خیلی مواقع 
با این مساله کمینه سازی روبروئيم (بازارا و دیگران . ۲۰۰۶ ص ۲۶۵ ): 
2206۵ 
که در آن 2 يا عددی حقیقی است يا عددی غیر منفی یا عددی از فاصله بسته [0 4] 
که می‌خواهیم مقدار بهینه آنرا بدست آوریم: 
یاح [ 
ی 12,۸<۰1: ,1,41 ۸ 
وک کر 0 ۱ 
۶ یک نقطه شروع و 
0 جهت انتخاب شده است 


۳۵ برنامه ریزی غیر خطی 


برای جستجوی بدون نیاز به مشتق توابع چند متغیره چندین روش وجود دارد؛ که ازان 
جمله موارد مندرج در جدول زير است: 


جدول ۱-۲ عناوین چند جستجوی بدون نیاز به مشتق توابع چند متغیره 


نام فارسی کاربرد در یک مرجع 


0 ۰ ۱ 
روش تجربی جهات دوار 
روش تجربی کمینه سازی 


سیمیلکسی نات عید! 


روش هوک-جیور 


۳ ۳ 
الگوریتمهای جهات مزدوج 

۳ ۲ ۴ 
الگوریتم مختصات دوره ای 


۵ ۳ و 
پاول روش بدون مشنق 


روش کوازی نیوتن یا روش 
۳۳ 


۳ ۷ 
روش روسن براک 


روش روسن براک 


بهینه سازی بی محدودیت 


بهینه سازی بی محدودیت 


بهینه سازی بی محدودیت 
بهینه سازی بی محدودیت 
بهینه سازی بی محدودیت 
بهینه سازی بی محدودیت 


بهینه سازی بی محدودیت 


بهینه سازی بی محدودیت 
بهینه سازی با محدودیت 


آوریل(۲۰۰۳) ص ۴۰۳ 
بازارا و همکاران(۲۰۰۶) ص ۴۵۶ 


بازارا و همکاران(۲۰۰۶) ص ۲۴۷ ۰ 
آوریل(۲۰۰۳) 

بازارا و همکاران(۲۰۰۶) ص ۴۰۲ 
بازاراو همکاران(۲۰۰۶)ص ۲۶۵ 
آوریل(۱۹۷۶) ص ۲۵۹ 
آوریل(۰۳ ۰ ص ۴۴۲ 

بازاراو همکاران(۲۰۰۶)ص ۴۰۷ 
مک کور میک(۱۹۸۲) ص ۱۸۸ 
بازاراو همکاران(۲۰۰۶)ص ۳۸۲ 
هیمل بلو (۱۹۷۲) 


۱-۶-۳ الگورینم مختصات دوره ای(0:02165 000۲ 0۷01:6)) 
(بازارا و دیگران ,۲۰۰۶ ص ۳۶۵ ) 

ازجمله الگوریتم هایی که بدون استفاده از مشتق به جستجوی نقطه بهینه توابع 
چند متغیره می پردازد الگوریتم موسوم به مختصات دوره‌ای است. در الگوریتم 
مختصات دوره ای محورهای مختصات به عنوان جهات جستجو برگزیده می‌شوند. بطور 
مشخص‌ترء جستجوها در جهت محورهای مختصات یعنی ,0:...0:....,07,0( به تعداد 


۲ ۲ ۲ ۱ 
۱ ۰ ۱۷۲۵۵ مهمتاهعتنل وصتاه)ا0؟ مظ 1 
با سیمپلکس خطي اشتباه نشودل0ط)ع۱۷ «16م‌جون5 61067-1620 ب 
5 116010108 ۲0۴۵۵0۵246) , 
5 ۲۷۵116 , 
0 0۳/۵11 . 
( 0مطاعججر )۱۲6000 [0۷7۵ظ مطماع۳۱ 1۱2۷1080 ۱۷۱۵0۵0 م6 تعهبام 
0 0 ۷ 


۳۶ فصل ۳ بهینه سازی غیر خطی توابع چند متغیره بدون محدودیت 


متغیرها) صورت می‌گیرد که در آن :4 برداری 0عنصری است‌وهمه عناصر آن صفرند. 
بجزعنصر مین که یک است. 

ها 

و 

۷ 

وا وا وا ودودو) 6 


را وگو وی بلق 

سعی در تغییر ز در امتداد له است در حالیکه سایر متغیرها ثابت نگه داشته شوند. 

قابل ذکر است که نوعی روش مختصات دوره ای موسوم به ٩۷۷66۲‏ هام هم وجود 
دارد که توسط محققی بنام ۸166 ارائه شده است« بازارا و دیگران ۲۰۰۶ ص ۲۶۵) 


۱-۱-۶-۳ خلاصه الگوریتم روش مختصات دوره ای 

(بازارا و دیگران :۲۰۰۶ ص ۲۶۵ ) 

متغیر 0 دربحث پیش رو نمایانگرتعداد متغیرهای تابع و,0....,0 جهات (محورهای) 
مختصات می باشند. 

مرحله آغازین 

مناسب را برگزینید و معیار خانمه را> | ,بْقرار دهید. 

- با نقطه اولیه ,۲ و با قراردادن ,۰1۱-6 ۱,[<۱- به مرحله اصلی بروید. 

مرحله اصلی 


وقتی ر2 را بف فست آورفیک بدر ط را مساوی ر 24 + زر قرار دهید: 
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متد پسگرایی مجدد 60004 ۳/660: عاطانامل مم‌لانه۸ 


۳۷ برنامه ریزی غیر خطی 


۳4+ لا ببزلا 
واگرن>ژ. را با ۱+ 7 جایگزین کنید و گام ۱ را تکرارکنید در غیراینصورت اگر 
20 [ به کام۲ بروید. 
گام ۲ 
با قراردادن ببوا( با اکر > |/2- بر توقف کنید در غیراینصورت 
را دهم سوه را و تمانکیین ۷ کردم زد کام ۱ رید 
مثال ۸-۳ بوای روش مختصات دوره ای 
(ص ۳۶۶ بازاراو همکاران:۲۰۰۶) 
مطلوبست حل مساله زیر با2<۰/۰۵. 
۲ 3 ِ 
0+ 0,۲ [<( 0 1۳۷۳ 


حل 


مساله دومتغیره است( 1-۲ / پس دو جهت داریم که در جهت محورهای 
مختصات برگزیده می شوند: (۱)< /2 و ((<1» ۱ 


نقطه ۳ < ,۶ بعنوان نقطه اولیه برگزیده می‌شود. 
۱< [ ۱< 1 9 
هخا اما 


با خواب کمینه بیاوی را فوار- هی دهم 


(7 


)+ 2-0( یقت ۴ (2 ۵ 


۳۸ فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی توابع چند متغیره بدون محدودیبت 


با مشتق گیری نسبت بهر : 
2-2۷۸ 2۰-2-2۸ [ 


۱ ِ 
۱ -( ۳۳۸۳( مب رو رد 
وه 7 ۳ 


چون 2۲ ۱>7< زر است 2۱ ژ رابه ۱۲+ تبدیل و گام ۱ را تکرار می کنیم. 
۳/۳۸ ۰ ۳/۱۳۸ 
۸ ۱۷ ۳ 1 
۳۱۱۲۸۲۰۱۲۰۵۸+ ۳/۱۲۸۰( 0+20 ز 
با صفر قرار دادن مشتق نسبت ب۸4 : 


۹ 


۹ 2 ,<< ,2 2-۰-۳۹ ۸ هب , - 21 
0 


چون 11 ] به گام ۲ میرویم. 
گام ۲ 


با قراردادن رب < رب یا 
۳/۳۸ ۳/۳۸ 
تما تِ ۳ 
۱۳/۹:۹ ۳-2-۹ 


2 ۰ ۳/۱۳۸ ۱ 
چون ۶ < ۱/:۳۷+ ۳/۱۲۸ | 2 الد|<- ,| توقف نمی‌کنیم 


۱۳۹۹۶ 
با قراردادن 
1 
۲ ۱ 
۱/5۹۶ 

 < /<-۱+۱<۲‏ 
ادامه می‌دهیم . 
گام ۱ 


۳/۱۲۸ ۱ ۳ ۳/۳۸ ۳ 
لد ت كِ 
۱/۳/۵۹۹۶ ۰ ۱/۳/5۹۹۶ 3 


۳۹ برنامه ریزی غیر خطی 


این نقطه را در تابع ۴ گذاشته ومقدار تابع را بدست آورده و مشتق آنرا نسبت به 
۸ صفر قرار می‌دهیم: 


۵ سرت بط رز دب ٩9‏ 
1 


بقیه نتایج مراحل حل در جدول زیر آمده است 


۲-۳خلاصه محاسبات روش مختصات دوره ای(بر اساس جدول ۸-٩‏ ص ۳۰۷ بازاراو همکاران»۲۰۰3) 


اا - مبییلا , 5 1 1 
/ ۱+ ۸ زلا نك 1 ۲0 ۳ 1 


۱,۳۲۱ ,6۲,۹۳ ۰۲۵ - 
64 ۱:۳۱ بوغ,۲)| ۰:۹ 


)۲۶۶, ۱/۲۲( 


(۰۱۷ ۱ ,۲,۲۹) کیب[ ۱۸ ۲۳۰۰) (۱0/۰,۰۸۰ ۱ (۲۳۵,۱,۱۷)] ۵ 


٩ |۲:۲۹,۱,۱۶( ۱ 


ع ره ۶ ۱۲۱ ۱۱/۰9/۰ 

۱ (؛ ۱,۱ ,۲,۲۵) ) ‌ 
(۲ ۰۱۰۱ ۲۰۲۵۰) | (۱,۱۶ ۲,۲۵) (۰ 6۰ 

و( ۱۱ 6۲,۲۲ تا اه سم 


۳۳ 
۱ 
(۱,۱۱ ۲,۲۲ ارت (۲۱۲۲۰۱,:۱۲) (۱۸۰ یه[ ۲ ۶ 
۰۳۱۹ 5 (۲۲۲۱,۱) 
2 ٍ. ۱ ٍ. 


أ ۱۱ 3۰ ۷ 


۳/۳۲ ۰ 
مرن ام مش | ]مرس رنه هچ 


یر ید برای آشنایی با روش مختصات دوره ای با استفاده از مشتق تابع. مراجعی چون 
اصفرپور (۱۳۸۱)ص ۴۰۰ قابل مطالعه است. بایان نار ۸ 


پز فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی توابع چند متغیره بدون محدودیت 


تمرینات 
مطلوبست مینیمم توابع زیر با روش مختصات دوره ای 
-7-+ + 2+ 5 با 2-001 ونقطه اولیه (۲ ) 
جواب ( ۰۰۰۶۴ / ۰ ۴ + 
۲- (3+ + (ر2۲-2)با 5-001 و نقطه اولیه گ( ۲‏ ۰) 
۲ ۳( 2+ (1- با 2-001 و نقطه اولیه (۱ ۰) 
۴- 22+ ۳۳-22 273 2-001 و نقطه اولیه (۱ ۰) 
۵- *(4- رع- ,2+( رت + ربا 6<02, نقطه اولیه (۱- ۲ 
جواب در تکرار دوم ۱/۳۷-- 1 ۲/۳۸ ,۲ 
۶ 702+ ( با 2-001 و نقطه اولیه (۰ ۰) 
۷- ,6+ (1- 6 با 2-001 و نقطه اولیه (۲ ۰) 
۸-بع8- رع2- و۲ با نقطه اولیه (۱ ۸ جواب (۴ ۲ 
-٩‏ رت ,20+ ( رت - ,30 با نقطه اولیه (۳ ۰) 
جواب (۲/۱۷ ۱/۵۵) درتکرار ۷ 


۰۶- 3۲7+ 2+2 نقطه اولیه ۱ ۲ ۰ ۸ 


۲-۶-۳ روش هوک -جیوز" برای تابع چند متغیره بدون محدودیت 

ص ۳۶۸ بازارو همکاران (۲)۲۰۰۶ 

ازجمله الگوریتم های بسیار دقیق که به جستجوی نقطه بهینه توابع چند متغیره 
بدون حضور محدودیت می پردازند روش هوک -جیوز است. این روش بدون استفاده از 
ی یم دراو سر تسام می تمد 


۱ 005 


" در بخش ٩-۲‏ آوریل(۲۰۰۳) 


۳۳۱ برنامه ریزی غیر خطی 
جستجوی محور مختصاتی درراستای یکی از محورهای مختصات حرکت می کند. 
جستجوی الگویی در یک جهت غیر ازیک محور مختصات خاص حرکت می‌کند. 


۳۵016۲۸ در جهت بردار۱* ۳ ۲2 


جستجوی الگویی 


۲ در جچت بردار ۳2 ۷5 


جستجری محور مختصاتی (0036601 اجه 


درراستاه ۳ ۳ 
رر ضورزرهای محتصه بت 
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شکل ۲-۳ نمایش دو نوع جستجو در روش هوک- جیوز (بازارا و همکاران۰۰"ص ۳۹۹) 


به عنوان مثال در شکل ۲-۳ قسمتی از تکرار ها چنین عمل می کند: 

از نقطه ,۲ جستجوی محور مختصاتی به سمت 12 

از نقطه 2 ۲" جستجوی الگویی تا ( 

از نقطه ۲ جستجوی محور مختصاتی تا و1۲ 

از نقطه و جستجوی الگویی به سمت  "‏ 

توجه کنید در شکل ۲-۳ وفتی در امتداد پاره خط (۲,ج2۲) حرکت می کنیم. در 
واقع در جهت بردار تفاضل ۲ 7 حرکت می کنیم. در شکل ۲-۳ وقتی در امتداد 
پاره خط (یلم26) حرکت می کنیم. در واقع در جهت بردار تفاضل (26-6) حرکت 
می کنیم. شکل زير این موضوع را روشن تر می کند. 

#عطد 


01 |. 


۳ 
- ۳ ۱ ۱ ۱ 


(ممن درارن ۵ اک 


حرکت در امتداد 22,2 حرکت در امتداد نقطه چین ,2-2 با موازی بردار (۱,۰۰۲۵) است 


شکل ِ نمایش ترسیمی حرکت در امتداد(»-بم 


۳۳۲ فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی توابع چند متغیره بدون محدودیت 


روش پیشنهادشده هوک-جیوز, جستجوی خطی انجام نمی داد. اما ذیلاً یک نوع آن که 
الگویی استفاده می‌کند توضیح داده می‌شود( بازاراو همکاران۲۰۰۶ ص ۲۷۰) 


۱-۲-۶-۳ خلاصه روش جستجوی خطی -الگویی هوک و جیوز 

خلاصه روش هوک-جیوز با استفاده از جستجوی خطی چنین است ( بازارا و دیگران 
و ۰ اصن ۳۷۰ 

یک عدد اسکالر ۶2 برای پایان دادن به الگوریتم انتخاب کنید نقطه شروع ,۶ را 
برگزینید با قراردادن ,1۱,۷ ,۱-ز به مرحله اصلی بروید. 
(,2۵+ ر () ۳10 


جواب بهینه برای از 


که تیا می باشد را به 


۳1 ۱ 1 ۳ 
دست آورید و / را مساوی آن جواب بگیرید 
یادآوری می گردد که منظور از (,4:...07,0... ) جهت محور های محتصات است. 


پر ز را چنین قرار دهید: ر ۵ + نا 

اگر > بود زرا با اب جایگزین کنید و گام ۱ را تکرار کنید در غیرایتصورت 

اگر 1< [۰ بر را چنین قرار دهید پم( بپ2 [7 تعداد متغیر های تابع است] 
اگرگ از طول بردار - بیع پیشتر است یعنی > |۳۸ ببعتلمتوقف شوید در 
غیراینصورت به گام ۲ بروید. 


گام ۲ جهت 4 را چنین قرار دهید 26 بل 21 ۸ را مقدار بهینه مساله 
(2۵ ی 10 2 با توجه 2 2۸ قرار دهید. 1۱ برابر ۳26 بر ۷ / و9 ژ را 
مساوی 2۱[ قرار دهید.ارا با 6+۱ جایگزین کرده و به گام ۱ بروید. 


۱ ۳ 
واضح است که جواب بهینه ۸ با صفرقرار دادن مشتق ممکن است بدست آید بهینه است. 


۳۳۳ برنامه ربزی غیر خطی 


مثال ٩-۳‏ بازاراو همکاران(۲۰۰۶) ص ۳۷۰ 
مطلوبست کمینه‌سازی ( ,۷2 :)+(  )‏ (تین) < 2 دنه 
حل با روش هوک -جیوز 
با نقطه اولیه دلخواه (۰۳ ۰) در ۴ تکرار به نقطه بهینه دست‌یابی پیدا می‌شود در هر 
تکرار جستجو در طول جهت محور مختصات نقاط ,۲( را می دهد و جستجوی 


الگویی در جهت , ۲ -,, ۲ < ۰ نقطه لارا می دهد.به استثنای تکرار اول که ۷ 
مرحله آخافت: ( ۱-۰ انتخاب می‌شود 


]سرد ۵ ع ۱< ] ۱< [ 


(۵ 


مرحله اصلی گام ۱ شماره تکرار: ۱ 
 )2,۳( < )2 -۷۲( + )2- (۳‏ 


2۳۸ 2 ۰ << 2 << ۰ < (- ,)۲+ (۲-,)ع جت «<ا 


چون 2۱12۲[ پس ۲ را برایز ۱+۱<۳۲-[ قرار داده و گام ۱ را تکرار می‌کنیم: 
۳/۳۸ 5 
7 وی 


۳/۳۸ ات ۳/۳5۸ ار هر 
ی و ی نش 


[ )(, +24۴ )۳/۱۲۸, 2۸+ ۳( < )۳/۱۲۸-۲( + )۳/۱۲۸-۰۰۱-۲2( 


2-۳1 2 2۰-2 (۲()۳/۱۲۸-۰۰۱-۲۸-)۲ < ۰ < (2)" ز 
۹- < ,2 


۱۲۳۱۸ ۱۳۱۸ ۳۳ ۲ 
۱26 انس ۰ ۶۲۰۲۲ ۳ 710 
چون ۲< 2۲-7 [ باید ‌ِ ر رای ور قرار دهیم. 
۱۳۱۳۸ 
ت- بح( 
۱9۹۶ ۳ 


بررسی معیار توقف: 


۳۳۴ فصل ۳ بهینه سازی غیر خطی توابع چند متغیره بدون محدودیت 


7 5 ۱۳۳۸ ۰ ۳۰۱۲۸ 
ِ 6 ,۲ 
6< 2.۳+ ۱/۲۰۱۲۸۲ | | یا شم ۱ ۲ 


چون معیار توقف ارضاء نشده متوقف نشده و به گام ۲ می رویم. 


گام ۳ 2۱ 


۳۰۱۳۸ ۰ ۳۰۱۳۸ 
د| | رد 6 
7- ۳ ۱923 ۱ ۲ 


( 2۸ + ری 010 ۸۶ 


باید جوات دهد آتنمست:1 . با توحه به اینکه 12۱ 
باید جواب بهینه 3 وریم. با توجه به ای 
۸ ۳۰۱۲۸۰۲ ۳۰۱۸ ۳۰۱۳۸ 

ِ + 20 + 27 20 + . ,احع1 
۱۰۵ .-- ۱912 ۲ 


]۲0۱۰۵-۱۰۳ - ۳۰۱۲۸ + ۳۰۱۲۸] ب ۲ ۳۱۲۸ 0۳۱۲۸ ( 2 + بت / 


برای یافتن مینیمم تابع اخیر يا از آن مشتق گرفته مساوی صفر قرار می دهیم يا از 
دستورمتلب 1101100176 استفاده کنیم: 


 )۳۱۱۲۸+ ۳,۱ ۲۸۴۱۵808-۲ (۴+)۳,۱۲۸+۰۳۱۱۲۸۴۱۵/2-۲*)۱,۵۶۴-۱,۴۳۶1۵۵۵((۲ , ۰(‏ (ع‌صع1) ۵ )عصباصتط)حعل‌صم 1[ 


جولب ۰/۰۹۷۲ - به دست می آید پس 2-01 0.0972-- ,. 
حال ,۷ را برابر + بر قرار می دهیم: 
283 و32 3-128 2 
5 1 < 44 ۲ ربر2< ر 
1 6- 1320۹4 
2+7۳[ 


۳۰ ۲ 
> ۱۷و ۲ ولد ِ حا|  -‏ 
سل )تا 


۲ 


و جواب نهایی در پایان تکرار چهارم 2۲ :2 ,2۱ است با 2۰ 2 


۳۳۵ برنامه ریزی غیر خطی 


جدول ۳-۲ نتایج روش هوک -جیوز متال ۳-۲ ص ۲۷۰ بازارا و همکاران ۲۰۰۶ ) 


7 ‌ ول 
۳۵| بر 1 1 4 ر 6 ۳ ۱ (پر ۶- 2 ۱ 
ِ ِ ۳ (۳,۱۳۳,۸۰) ۱ ۳,۱۳ (,) | (۰م۳م) | ۱ مر ۱ 
(۲,۸۲۵۱,۷۰) ۰ (۱,۶۶-,۳,۱۳) ((۳,۱۳۵,۵) | ۱,۶۶- (۱,) | (۳,۱۳۳۸۰) | ۲ و 
۵۲ 
بت ِ ِ (۲۸۷۰۱۵,۷۰) | ۲ب (۱,۰ 6۲۸۲۵۸۸ | ۱ ۳۱۳۵۵ ۲۱ 
(۲,۰۰۱۶) ۱,۰ (۲۱,-ب۳ع,۰-) (۲۸۷۰,۱,۳۵) | ۳۵,ه (۰.۱) | (۲۸۷۰۵۸۷۰) | ۲ ۳ 
-- ۳ ۳ (۲۶۸,۶) | ۲ب (0۱,۰ (۲,۳۰۸۱:۰۶) ۱ (۲۷۰۸۱,۳۵) ۱ ۳ 
(۲,۰۵۱۰۰) 1 (۳۳: رن ۰-) ۲۲ | ۲ب (۱,) | (۵۱۶) | ۲ 
كِ ِ ۳ رل اب (۰,ا) | (۰یب۰۵) | ۱] (۲۶۵,۲) | ۶ 
(یایه۲) اب (۱,) | (۰م۰۵) | ۲ 
۱ (۲۰۵,۰) ]۵ 
۲ 


حل : 
با دستور 111011006 در متلب جواب ۱2۱,۹۳۲ ۲۷2۰:۹۹۶۶ را می‌دهد: 
۸ ([۰۰۲] ,۲*۶)۲((۲-(۱))+۴۳( ۲-(6۱) (00 )1۳010۱0۷86 
لازم بذکر است که از جمله روش‌های غیر گرادیانی برای حل مسأله‌های غیرخطی 
بدون محدودیت روشی است به نام سیمپلکس. 


۳۳۶ فصل ۳ بهینه سازی غیر خطی توابع چند متغیره بدون محدودیت 
تمرینات 
مطلوبست مینیمم توابع زیر با روش هوک -جیوز 
ات ک 2 رود )3 ۷ با نقطه اولیه (۳ ۰) در ۲ تکرار 


۲-,87- 127 2+ 327 1/70 با نقطه اولیه (۱ و0001 <ع 


2 
اب ۳ تکرا 
جواب ۳ تکرار 
۲-ر8۲- ,2-67 32۳ 1/0 با نقطه اولیه (۳ » و01 ع 


مس( 


۴ رد( + 0-1۳ 17 با نقطه اولیه (۳ 2-001۰ 


جواب اد ۲ تکرار 


۵- ,30+ و 1/0 با نقطه اولیه (۰ 000190 <ع 


0 
جواب وا تکرار 
3۶+ )+ (ر<- ,2) 1/1 با نقطه اولیه (۲ و0.1<ع 
۷ (رد- 6+ (1-,) ۸/0 با نقطه اولیه (۲ )و01 ع 
۱ 
جواب :(۱) 
- (مساله ۸-۴ بازارا و دیگران۲۰۰۶ ص۴۴۹ )مطلوبست کمینه سازی 


4 39:2 
(ر ری + 306+ (- ,)با روشهای زیر. 
الف) متدمختصات دوره ای ب)روش هوک+ژیوز 
آیا هر "روش به یک نقطه همگرایند؟ در ضمن مطلوبست حل این مساله بدون 
محدودیت با لینگو یا متلب 


۳۳۷ برنامه ریزی غیر خطی 


۷-۳ روشهای جستجوبرای بهینه سازی غیر خطی 1 متغیره بی محدودیت 
با استفاده از مشتق 
در این بخش نیز از روشهای جستجو برای بهینه سازی مسایل برنامه ریزی 

غیرخطی چند متغیره بدون محدودیت صحبت به عمل خواهدآمد. اين روشها از 
گرادیان که شامل مشتقات جزیی است برای بهینه سازی توابع مشتق پذیرچند متغیره 
استفاده می کنند زیرا در یک نقطه مثل جهت گرادیان تابع چند متغیره ((۷۶6) 
مناسب ترین جهت ایجاد افزایش در تابع و (۷/6۶-مناسب ترین جهت ایجاه کاهش 
در تابع ( درحرکت باندازه مقدار کوچک از 1 نقطه )است, ازجمله این روش ها 

عبارتند از : روش امتداد های مزدوج؛ روش بیشترین افزایش * روش بیشترین 
کاهش کوشی » روش سیمپلکس روش کاهشیافزایشی مختصات دوره ای » روش 
کوازی نیوتن. روش گاس- نیوتن» روش گرادیان مزدوج" مند نیوتن تعدیل شده " و 
مند نیوتن -رافسون 

برخی ازآنها ذیلاتوضیح داده می شود ولی قبل از آن به دو مثال برای یادآوری 
مفاهیم گرادیان و حرکت در جهت گرادیان توجه کنید. 


مثال ۱۰-۳ 
تابع سس 2 ( ,6 ۲) را درنظر بگیرید. گرادیان تابع برابر 
1 ۲۲ 
ی 


مصمتاهعنل ماهعدزدمن ۱ 

اصعموه آمهمععاه آن ۲۱۷/600 

اطموع۲ امعمعع5۱ ۲ن ۱۷۵۱۲00 رطویون؟ 
امه لنصعععع1 ملقصنتممه مناهرن ؟ 
اصمنلعتع عامعدازومن * 

مماسی!۱ 0عتلن۷]00 


۳۳۸ فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی توابع چند متغیره بدون محدودبت 


بوده و چند منحنی همتراز آن در شکل ۴-۱ دیده می شود. پایان مثال ۵ 

ثابت می‌شود که حرکت از یک نقطه واقع روی تابع در جهت گرایان تابع به اندازه یک 
مقدار کوچک مناسب‌ترین جهت برای ایجاد بیشترین افزایش در تابع و خلاف آن 
مناسب‌ترین جهت برای ایجاد بیشترین کاهش در تابع است. 

مثال ۱۱-۲ : 


۳ ۲ ۲ ۳ 
اک 26 ( 22و 6) امظاه‌یشت تعیین جهت گرادیان در نقطه ۳ 


1 ۸ ۵ 
۱ ]-۵ ۲7 ۱ [-0 ۱ ۲ ۲ دی ۲) ز 
۸ ۲2 
1 
ِ 1 تفن ها گرادیان ‏ (,۳) ۱۷۶ 
سس 1 ۵ حد د ۰ دد : 9 ست. 
از ند پرداز و ر جهت گرادیان 
پس اگراز نقطه (۳۶۴)حرکت کنیم بیشترین مقدار افزایش در مقدار تابع را هنگامی 
داریم که حرکت در راستای بردار واحذد باشد. پایان مثال ۸ 
وی 2 ۱۷ 


2 ۳۷ 
است. اگر باندازه فاصله کوچک ۵ درجهت این بردار از نقطه * حرکت کنیم در 


ثابت می‌شود بردار عمود بر منحنی ‏ در نقطه ( نوی ت) 


۳ ۹ ۲ ۶ ۲ ).۰ 1 ۳۲ 1رد 
مقدار تابع 7 بیشترین افزايش راخواهیم داشت و اگر درخلاف این جهت یعنی 


9 باندازه فاصله کوچک ۵ حرکت کنیم بیشترین کاهش(5۳)" در 


تقتا ان واه ات ( ویس ۳۵ ۱95 هن ۶۸۱ 


۵ تمصع اصهعوعظ1 امع2عع5۱ ۲ 
ِ ۰ ۲ 
6 (2(1۳021رحطوع و2 ٩0600691‏ 


۳ ۲ 
٩160061 69600۳01 1023111241 6 


1 برنامه ریزی غیر خطی 


در ضمن گفنئی است که یک شرط پایان دادن روشهای گرادیانی» ۶ > [(:) 7۶| 
می باشدو برخی شرط ها ی دیگر پایان دادن به روشهای الگوریتمی در ص ۳۲۲ بازارا 
و همکاران ( ۲۶ اعنفه اش 


۱-۷-۳ الگوریتم بیشترین کاهش( 50) 

روش بیشترین گاهش ( 819) برای مینیمم کردن توابع چند متغیره مشتق‌پذیر به 
کار می‌رود این روش که از مشتق استفاده کرده وبرای مسائل چند متغیره بدون 
محق‌مدیت :گایل استفاده اس وسط کذشی در ۱۸۴۷ اراد شده 0 جهت این روش در 
بهینه سازی جهت موسوم به جهت کاهش يا نزول است و همان طور قبلاً در فصل اول 
تعریف شد جهتی است که به ازای  )۰,8(‏ ۸ در نامساوی زیر صدق کند: 


() ات نا 


۱-۱-۷-۳ خلاصه الکوریتم پیشترین کاهش(5۳) 

الگوریتم 810, که گاه الگوریتم کاهش گرادیانی (0) نیزنامیده می شود. با داشتن 
نقطه اولیه 6۲ جستجو ی خطی در جهت خلاف گرادیان( (۷۴60- )انجام می دهد. 
گامهای این الگوریتم در زیر خلاصه شده است(از ص ۳۸۷ بازارا و همکاران۲۰۰۶) 


۰ و ٍ ۰ 1 ِ 
عده اسکالر *<2 5 را انتخاب و یک نقطه شروع مثل 215 دبرگزیده و > را برابریک 


قرار دهیدو به گام اصلی بروید. 
گام اصلی 


گر 6> |[ ۴ |متوقف شوید؛ »۳ چواب است. 


«طمسمن ۱ 


اصعع9 تممنلهین0 ۲ 


بش فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی توابع چند متغیره بدون محدودیبت 


در غیراینصورت و را برابر () << 1 قرار داده و 2 رابرابرجواب بهینه 
۰< ,0+2۵ 1۳۳ قرار دهید.. و ۳ب را محاسبه و ۱+ را 
جایگزین 1 نموده گام اصلی را تکرار کنید. 

توجه: جهت گرادیان. جهت بیشترین افزیش است. یک فرق روش بیشترین 
افزایش و روش بیشترین کاهش در اینست که در روش بیشترین افزایش 
(, ۷-< ودر روش بیشترین کاهش(): () 2-۷ 4. 
مثال ۱۲-۳ 

:مطلوبست جواب بهینه مساله زیر به روش بیشترین نزول( (5.1) 

۲ )+ 0-۳ ع(, :0 < 2 طذظ 
در 

حل: 


مرحله آغارین 


گام اصلی 


۲۳۱ برنامه ریزی غیر خطی 
۵< ۲+ ۷۶|( ۳۶| 


له ۷۴- - ,4 


۱-4۸ 1 ۱ 
ی ای 
۱-۸ ۲ ۱ 


(۱- ,۲2) + (42-۲) < ۰-۲ 0+۲2 + (۳- 6+12 < (۲۸ +2۱ 2 ,2 +02۱ 
۵ 2 ۸ ج< ۰ < (۱- ,16۲۸ + (۲- )۸ << ل 


2 2۵ 

۳ 
۳۳ اد < ,21۲2۶1۱۲20 ,ی ۲ 

1/۳۵ ۲ 
16 <۲ 

گام اصلی 
۱0 

9۶ - 
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مثال ۳- ۱۳ص ۳۹۰ اعلمه6٩‏ گصهن ٩1۷22‏ )برای روش 5.1 


مطلوبست جواب مساله زیر با روش بیشترین کاهش(5.1 ) 
< (۲۸, ) 7 ۸۷۱7 
۱ 
حل 
کی ار پیت مق[ که یت ی مقر 
مینیمم ,و را جداگانه بدست آورد و تواماً مینیمم (و: )۳‏ قرار داد. اما ذیلاً 


بصورت ۲ متغیره حل می شود. 


۷ 
عدیید | ٩-4‏ 2۱ ۱.<ع 
۸ 9 


۳۳۲ فصل ۳ بهینه سازی غیر خطی توابع چند متغیره بدون محدودیت 


ا<>1گام اصلی 


]ده ۳ 9 ۳ 


۳ ۰ ,۵41۲+ ۸2 زو 


2۲ (0 7 6 < 2۲۲۱/۹ ||(۲:۸) ۲۶| 
نت - (6) ۷۶-- ,4 
۳ 


21 ( 6+2 ۸/7 
:۷-۳ ۳ ۲ 
کِ 4+ ,۸۵ + 5 
,۸ + ۸ ۳2۹ ۸ 
۰ + (,/۳۹ +4 ۱۱۰)۸-..۲۲,(۲-۰ ۲/۲ < (, 20 +0 

شکل تابع ] مطابق زیر است: 
|61.8872 
0۱ 
ان 


"0919900۲ 


618864۱ 
۱ 0004545 ۰ 0 02005 0004560 


باید آن مقدار ۸ که تابع فوق را مینیمم می کند بیابیم. مشتق گرفته و صفر قرار 


می دهیم پا با 1۳0201006 جواب آنرا بدست می آوریم: ۰.۰۰۸۳ ۸ : 
<-[12002,]۷721] 
-۱۵002(۲۳+۲۸۲*)۲ ۲۶*۴ ۲-۲)* 6- 12002۶ *۶ ۲6۲-۲۲ (12002) ۵ )۲۳010116 


۲۲۶ *۴1۵802( ۲-۶۶۰ *۴)۲-۲۲ ۰121012 ( +۸۷۳۰۱۴12۲022 
۲۸۴ )۸۷۰۳۰۱۴ ۱2۵02۳۳۸۲۱۷۸۷۸۲۳ ۱۵۵0۵(۲-۱۱۶۰ ۴ )۸۲۳۹۱۴۱۵۵۵(+۱۹۰۰,]۱[( 


12۳002 2 ۳ ۲۷۵1 ۷ 


۳۳۳ برنامه ریزی غیر خطی 


7۳۶ ۲ 
| ۳۵ دید مکی دب 


۳4163( 1 ۲ ۲ ,۲-۸ 
ِ رح 2 5 5 22۰/۰۰۵۳ 


۸-۸, ۸+ ۳ 5۱1333 
8*5 )1( ۰3-132**)1(۰2+564**)1(-440 ۱ 5 
+4 )2( ۰3-84 * )2( ۸2 + 554* )2( - 1140 2 
|۳۶ »(|< 


]ده ۷ 


چون ۶ <|(:/۷ |] باید ادامه داد. 
-۲(۸۳) 1 , ۶۶۱-(۸)۱(۸۳-۱۳۲*)۱(۳۲+۵۹۵۵)۱) < ()۷ 
(۱۱۶۰-(۱)۲ ۲+۵۵( ۲) ۸۶ 
جواب مساله با دستور )11۳0101016 متلب 
-۲(۳+۲۷۷۴)۲(۸۲ )۶-۲۸۴ (۱(۷۲)۲) ۶۰ -۱(۱۳+۲۸۲۲۵)۱(۲) ۶ ۲)۱(۳-۶ 00 ۵) )۳9116 
([۰۳] ,۱۹۰۰+(۱۱۶۰)۲ 
۸ ها ۱ < 205 
مثال ۱۴-۲ 
(منال ۸-۶-۲ صفح ۳۸۷ بازارا و دیگران ۲۰۰۶) 
مطلوبست جواب بهینه مساله زیر به روش ٩.‏ با نقطه شروع (۳ ۰) و۶۰/۱< 6. 
رام + ترا عم ی ۶ 2 مه 
حل:ذیلاً ۲ تکرار طبق الگوریتم انجام ونتیجه ۶ تکرار درجدول داده شده است. 
۳ 
)۲ + (۲-, 102 بح 
۱ (-) ]سره ۲۶ ار 


)وب 


۳۲-۲ 
۱ اس 7۴ ۲۱(<۶۵۲) [ 


- (0 2-۷ ۵ < 2۵۰/۱۲ ۷۲۵+ (او-) لد ۳ (۳/0 


۳۳۴ فصل ۳ بهینه سازی غیر خطی توابع چند متغیره بدون محدودیت 


ات 
۳-۸ ۶ ۲ 
"(- 12) + (42-۲ع) ‏ (1۸2-+12-1) + (02-۲) < (۳-۲2, 12) < ( 20 + [ 
(۲<۹۲/۹۲2۸-۰+ (۲- )<< (2)" [ 
 )2( ۰-2 - 2 ۲‏ 
۳/۷۰ 33 
زن 4 سره 20 + رد ری ۲ 
 )۲:( 2۰ ۵‏ 
<|(,:) ۲۶ | رم اسآ ۳ 


-6)۲/ ۱۷۰-۲۱۸ ۵۱( ۱/۳۸ 


ی 4۲-۷ ۳1 ۲ ۳2 


۱/۱ ۱/۳۸ 
۳/۷۰ ۰/۷۳ ۲۱۷۰۸ 
۲, +۸, -< - ِ‌ 
۱/۱ ۱/۲۸ ۱/ ۵۱-۸ 
+ 20 ,(  )-۷۲ +۲۷۰۰ ۷۳2( + ۷۰ ۰/۷/۷۳4۸ ۳.۰۲ +۲.۵۰/2( ج‎ 


۱۷۰-۰۷۱۳2 +) ۳۲-۱۸۳۵ <[ )02( 


۱-۷۳۳ 
۳ ی ی 3 


۱/۳۹۵ ۳ ۷۷۰ ۵۱-۲ /۱ 
نتایج کامل حل در جدول ۴-۳ آمده است: 


جدول ۴-۳ نتایج کامل حل مثال ۱۴-۳ با روش 2 (جدول۱۱-۸ص ۳۸۷ بازاراو همکاران,۲۰۰۶) 


4 ۲ 

20 + ,۲ ,۸ (ِ ۴۳۶ (۷| ( ۳۷ (6 ۹۹ 1 
(۲:۷۰۸۱,۵۱) | ۰,۱۱۲ و۲ وه 44) ۲ (۲۶,۰ ,ع-) م۵۲ )۱ 
(۱,۲ ,۲,۵۲) ۰۲۶ (۰۷۳۰-۱,۲۸-) ۱:۷ (۱,۲۸ ,۷۳ ۳۶ ۲۳۰۵۸۱ | ۷ 
(هکراب ۲:9 ۱" ۰۶۸۸ ۲,۸۱-) ۹۳ (۰,6۸- ,۰۸۰) ۹ (۲۵۲,۰۲۰) | س 
(۲۳۷,۰۱۸۵) | ۳۲ (۲۸,-, ۰۵۸) ۳( ۰:۱۸) ]۰ ۲۸۳۰۰۲۵ | و 
۱۸ ,۲,۳۳ ۰.۲ (۱,۲۰, ۰۳-) ثآ, (۰,۲۰- ,۰۳۰) ۲ ۳۷۰۰۱ ۵ 
(۲۳۰,۰۱۵) | | (۸-۰,۱۲,) ۴ ۰۱0 ۳۸۰ | ان ۳۵ 
۱9 ۲۱۳۸۰) ۰۳ (۰,۰۸. ,۰,۱۵-) ۷ (۰۰۸-,۰,۱۵) ۲۳۰,۰۱۵ | ۷ 
٩‏ ۰ ۵ ۷ ۳ 


۳۳۵ برنامه ریزی غیر خطی 


حل باءصاحن1۳ در متلب با ۲ نقطه شروع متفاوت: 
([۰۳] ,۲*)۲((۲-(۱))+۳۶( ۲-(۱)۱) (66) ۵ )1۳01010۳6 
 ۱:۹۹۳۲‏ 2 205 
([۱۲] ,۲*)۲((۲-(۱))+۳۲۶( ۲-(۱)۱) (66) ۵ )1۳01010۳6 
۸ 2-۲ 2105 
تمرینات 
۱-مطلوبست مینیمم تابع زیر با روش ]5 
"(رت- ,)+ (1-,2) با نقطه اولیه (۱ 2-001۰ 


۱ 164 ۱۱ وت 
جواب 0966 در ۲ تکرار 


میت مکی تاعیاض نود 2 ت عر بافتاه 
شروع ۱ ۰ و04<ع 

۲-. مطلوبست مینیمم تابع زیر با روش 51 
ت(ر ۲( + (1-) با نقطه اولیه (۲ و 02<ع 


1/9 ۳0۵4( 1 
جواب 1129 در ۳ تکرار 2 و 11368 در ۷ تکرار 0.025 < ۶ و 


۳-. مطلوبست مینیمم تابع زیر با روش 5 
تور )+ رت 2 رع) با نقطه اولیه (۱ )و 0.1-< 2 


3533 )ی یی 
جوا | بهری ن |در ۲ تکرار 


۵- مطلوبست مینیمم تابع (-,۲)+ (وت2-ت) با روش با نقطه 


۱ 0333 
اولیه ۱ ۰ 21 ع جواب 05۹67 در ۲ تکرار 


۳۳۶ فصل ۳ بهینه سازی غیر خطی توابع چند متغیره بدون محدودیت 


۲-۷-۳ روش نیوتن-رافسون برای بهینه سازی توابع جند متغیره بی محدودیت 
(بازاراو همکاران,۲۰۰۶ ص ۳۹۴) 


ازجمله روشهای جستجوئی که از مشتق برای بهینه سازی توابع مشتق پذیرچند 
متغیره بدون محدودیت استفاده می‌کند روش نیوتن(نیوتن-رافسون) است. قابل 
ذکراست که این روش در واقع ترکیبی از روش بیشترین کاهش (5) با آنچه موسوم به 
مقیاس بندی آفاین" می‌باشد(بازارا و همکاران ,۲۰۰۶ ص ۳۹۴). در ضمن متدی بنام 
نیوتن تعدیل شده نیز وجود دارد ( به مراجعی مثل ۱۱۴ مک کور میک. ۱۹۸۲ مراجعه شود). 

قبلاً روش نیوتن برای کمینه سازی توابع مشتق پذیریک متغیره بدون محدودیت 
تشریح شد. حال برای توابع مشتق پذیر چند متفیره تعمیم داده می شود. در این روش 
که به روش نیوتن-رافسون هم موسوم است یک تابع درجه دوم به تابع چند متغیره 
موردنظر برازش می شود. بدین منظور با بسط تابع چندمتغیره حول * تقریب زیر را 
برای تابع [بکار می بریم: 

۲-6( ) ک ( با +( نان( ۸ ۲۷+( 2 () [ 
که در آن (1 ماتریس هشیان " تابع ]در 25 است. 


اه آوزی مشود که یط تیاور عانع یک مففیرد 6 حول اجنین رو 


00( - 00,(+ 0, (6 - 2 (+۰) (۵۳) (+ .... 


رف و ( )0۳( - 2+ زر( )0 +29 90 


اگر ,بو( مشتق 46 را صفر کند قبلاً ديديم که باشرط اگر(۰ عج (با() ۰:9 آنگاه: 
0[ 0]- 2 ,2 


عصنادی: مصتللد اه تصععوعل آمعممعاوا 
یادآوری محاسبه گرادیان با متلب-مثال: دستورات زیر 
۰۲۸۴۱۸۳۸۲۱۷۷۱۸۲۰ ۲۸۳۸۲۸۲۲-۱۲۸ ۷:1۲ 56 


دوع ۱۱۶۰۱۲۴۷۱۹۰۰۱ 


ّ ۲ ۳ 3 ۲ ۳ 3 
گرادیان تابع ۰ ی تفلف تا ات 9 7 3 ٍِِ (دیت) ‏ را می‌دهد 


۳۳۷ برنامه ریزی غیر خطی 


به طور مشابه برای روش نیوتن-رافسون جهت بهینه سازی تابع چندمتغیره [ اگر 

هشیان تابع معکوس داشته باشد می توان رابطة بازگشتی زیر را نوشت: 
1 
( ۷ 1/10 ,2۷ ربکا 

بطور مکرر ربیلا را محاسبه و هتگامی که 6> [م,۷۳0] متوقف می شویم. واضح است که 
امکان استفاده از روش نیوتن-رافسون وقتی فراهم است که هشیان تابع )10 معکوس 
داشته باشد. 

۳ 1 
یادآوری: بردار ( ,06 ۷۴ [() 7[ 4 جهت نیوتنی در نقطه ۱6 نام دارد. 
قضیه ۶-۳ 

در روش نیوتن (,ع) ۷۶ [(,ع) ۷۶](ب ۷۶۰" برابرمقدار کاهش تابع در مرحلة 

تم ۲ 
( 1۱0 

ام است. . پایان قنضیه گا 

قابل ذکر است که روش نیوتن در یک مورد بسیار ساده و در یک تکرار جواب را 
می‌دهد این حالت برای تابع از درجه دوم زیرمی‌باشد( آخر ص ۲۸۹ آوریل,۱۹۷۶) 


(+۵ + 0 


که در اینجا 0 00-۷۲۲ یک ماتریس با مقادیر ثابت است. 
مثال ۱۵-۳ مطلوبست اکستریمم تابع زیر با روش نیوتن-رافسون 5-001 : 
۱۸ 


بر مر ۲06( با را )۲۷ ۲ بر ۲6۵۲ 
| رورس ور )۲ جنر ور زور۲( 2 )۲ | () ۱۷ 


رب مر ۲60 زر سا را )۱ زا برس ۱۲)2۲ 
2-۲ 


۲ ۹06+ ۲2 | 
و 


اگر هشیان را بدست آوریم چنین می شود: 


۳۳۸ فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی توابع چند متغیره بدون محدودبت 


9۰ 2 
]7 )( 2-۲ 1 ۲ 
۲ ۵ 


چون در اینجا هشیان ثابت و به متغیر بستگی ندارد. براحتی امکان بررسی قضایای 
مربوط به مینیمم وماکزیمم داشتن تابع بدون در دست داشتن نقطه ساکن را داریم. 
قضیه ۲-۲ در اینجا صدق می‌کند پس تابع مینیمم دارد زیرا 1[ ها مثبت اند: 

با حذف ۲-۱-۲ سطر و ۲ ستون (از آخر)بدست می آید 


۰ «۶<() ۲1۱ 
پآلبا حذف ۳-۲-۱ سطرو ۱ ستون(از آخر) بدست می آید : 
]ده 
4 ۲- ۲ 
با حذف ۲-۳-۰ سطر و هیچ ستون بدست می آید : 
تا تا ٩‏ 
۰ 2۱۲۸ | ۲ات ۲- 6 2 ( ,7 
وه بت 


1 


اعمال روش نیوتن برای یافتن مینیمم بانقطه شروع 3 ۱ ۳ 2 
۱< 1 


۶ <-] 6([ ۷ 6( 
۲ (۷) 2 [- 
۲ ۲ 


یافتن معکوس هشیان با روش جاروب کردن(یا گاس جردون) 


۲۳۹ برنامه ریزی غیر خطی 


۱ ۱ ۱ ۱ 
7 1 ۳ ۱ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۱ - ۳ 1 
۱ 
٩ ٩ |‏ ما وه ۱ هر ۱ ۲ و( )+ 
۸ 3 ۸ 
۲ ۱ ۱ ۱ ۱ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰ 1 ۳ ۲ 
ال ۶ ۸ ۸ ۳ 
یا بانرم افزاری مثل متلب 
1-۰ << 
9 
۲ ۲ 
۲ 
<- 205 (10۷)۳ << 


۰,۵ ۰,۱۲۵ ۰,۱۲۵ 
۰,۱۲۵ ۰,۲۵ ۰,۱۲۵ 
۱۱۲۵ 


2 (,) ۲,۱۲۷" - رع را 


4 
سم 
۱ 


مه | اج مصامم م | < 


۱ 
۸ 
۱ 
۸ 
۱ 
1 


و حِِ ری یو 6-۰۰۰۱ < ۳۹+۰۶+ ثل - |(,) ۳۶| لذا متوقف نباید 


۱۲4 


مثال ۱۶-۳ 
برآی تروش ند میرم تیوتن درافسون. ۰ ارم ۱۳۹۶ بان رآو ما ر درد 
با ۰/۰۵ < ۶و *(۰,۲) < ,7 مطلوبست ۳ ۳( 1۳ 
حل 
رابطه روش نیوتن-رافسون 
0 0(۷) 2 2 بط 
2۱ 


با فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی توابع چند متغیره بدون محدودبت 


ِ_ ,۲۷۰+ (۲- )؟ 


۲)۷۲(, ۲ ( 


سكس () ۷۶( لا بو 


۱۳۱ ِ 


۸ وج 


۱ ی ۷( ۷ 


۲۶ ( - 0)ع- 


۰ ۶- )| ۲+ ۱۲-۲ 
,۳۸۵ < 7 , - 5 7 
(() )اه 1 ۳ ۳ 04 
اه ۱ ۳ 
اس سب < (2) 17 
۲ ۸۵ ۱۱۵۱" ۰ ۳۸۶۱ 
۷ ۰/۰۱۱/۵۶۱ ۰/۱۲۰۸ ۳ 
ضّ <(6 ۷( "۲ 
۳/2 ۳1 ۲( ۵۵ ۱۵ 
0 
ت ت ( 3 4 << 1۲ 
۲ ۷ ۳ ۱ ٍِ_ِّ 


رب (۲۷۸۸۳- ۲۰۰۷+ ۷(۳- 16/5۷ 
(۳۳ ۲۱۷۰-۰۲۰۰۱ /۲()۰-)۲ 


۸ 


ره ۳ 


چون ۰/۰۵ 6 < ۵ ۱۳/۵۵( ۷ || ادامه می‌دهيم. 
(6 ۶ 6 ]2 ۲-۲۷ 


جدول ۵-۳ نتایج محاسبات را نشان می‌دهد. بعداز شش تکرار نقطه 4 حاصل 
۰/۹۱ 


می‌شود با 


ی 


۳۳ برنامه ریزی غیر خطی 


جدول؛ ۵-۲ نتایج "محاسیات.مثل 2۳ ۱۶ با روش نیوتن -رافسون 
(جدول ۸-۱۲ ص ۲۹۶ بازارا و همکاران,۲۰۰۶) 


و67 7 # 


50 ی 


۹۳۹ بر جات 22-4 (و, ۳4 ۳,۱۳ ]۰۷,۰۱۳ ۲ 
| 23.23 4 | 169.84 8 ۳ 

۲,۸۶ (۰:۳۰۰,۱۶) 1 8 1 4 115 (و ش۲) اب (۱,۱۱۰,۵7) ۳ 
۱ ِ 8 ۳ 

مب | مت ]1 4 |[ 68 ]| ام رشی) ۰۲ (۰ | و 

[6.18 33.44]4 و 4 

اه ام وی ۱ ۱ ۱ و 
3 4 | 14.64 8 4 
281 ی 8 4 


۱ ۹ (ع,ه 6,۰۱۳ 


اک 
۷ ۱ 


پایان مثال ۵ 

روش نیوتن از سرعت همگرایی بالایی برخوردار است.در کتاب راردین(۱۹۹۸) حل 
مساله ای با روش نیوتن و با جستجوی گرادیانی مقایسه شده است. اولی طی ۲ حرکت 
و دومی طی ۲۷ حرکت به یک جواب نزدیک به هم رسیده اند (راردین»۱۹۹۸ص ۷۶۵). 
گفتی انبت که شاید عیب غمته این رهشن: انن باشد که ممکن است اضلا همگراین 
نیابد. تنها اگر از نزدیک نقطه بهبنه موضعی شروع کند همگرایی آن قابل تضمین 
است (راردین ۱۹۹۸ ص ۷۶۶). 


۳۳۲ فصل ۳ بهینه سازی غیر خطی توابع چند متغیره بدون محدودیت 


درخاتمه این بخش شایان ذکر است که الگوریتم تحت عنوان 1۳08 یک خانواده 
از جستجو های خطی شبه نیوتنی با مشتق مرتبه دوم برای حل مسایل بهینه سازی 


غیر خطی بدون محدود بت است. ۲٩۳‏ تقریبی از روش نیوتون بوده وبه محاسبه 
دقیق هشیان نیاز ندارد ودر ضمن برای مسایل با تعداد متغیر بسیار زیاد مناسب نیست. 


۳-۷-۳ روشهای گرادیان مزدوج؟ 

اساس روش های گرادیان مزدوج برای حداقل کردن توابع چند متغیره مشتق پذیر 
جرب ۳ ۰ بدون محدودیت شامل تولید یک دنباله از تکرار نز براساس 
+ ر(< رپ زر می باشد به طوزی که , 4.....ر 4....,, 0,4 (20 تعداد متغیرها) 
برای ۱ راز رابطه (۷/)(۱- 2 ,4 و برای 1  <‏ با شرط 0 (رپ )۷ 
از رابطه زیر به دست می آید. 

۳ ۷۱+ ۵ ۱ 

این روش ها مختلفند. ذیلا روش گرادیان مزدوج فلچر و ریوز توضیح داده می شود 
۱-۳-۷-۳ خلاصه الگوریتم گرادیان مزدوج فلچر -ریوز" 

یک عدد اسکالر< ۶ برای خاتمه الگوریتم انتخاب ونقطه شروع* را برگزینید با 
قرار دادن ۲1 ۳ 1۱۰۱ ۱عژ و (ر «) [۷- ,4 به مرحله اصلی بروید. 

مرحله اصلی: 
گام ۱ 

اگرء > |۷6 ||متوقف شوید در غیر اینصورت جواب (24 + ند ) [9/ با 
شرط ۰ < 2 را در حالت بهینه به دست آورده و زرا مساوی آن قرار داده [ بر( را 
چنین قرار دهید: 2 ۳ رل ر بر 


"در ۱۹۷۰ توسط 030۳0, 60106270 ,۳۱6۱6۲6۲ ,9۲۵۷۵6 مستقلاً طرح گردید. 
(از مهندس بهاره فرحبخش ۲: آبان ۹۵مرجع بازارا و همکاران ,۲۰۰۶ ص ۱90۲110۳۳6۴۲۲ 6۵۲2016۲1 ووو0000 ۲ 
5 ۳۱۵۱۵۱۲ 0۲ ۵00 و6۳۵0 عاووبزدم0 ۲ 


۳۳۳ برنامه ریزی غیر خطی 


اگر کمتر از تعداد متغیرها بود ( > ) به گام ۲ در غیر اینصورت به گام ۲ بروید. 
گام ۲ 
۸ (+ز) ۰۷ +6 
که در آن الب ۳/6 | می باشد. 


"۳۶| 1 
ابر را جایگزین ژکنید و به گام ۱ بروید. 
گام ۳ 
(ربز)/۷- 5 ش زرط رب ولو ۱عزو را به جای 6 قرار دهید و به 
مثال ۱۷-۳ : 
مطلبه انیت کته ماع 2 22 رد) < 2 با نقطه اولیه 
تخام 
0 -_ِ/ بیس 
(«۶ ۲ - ,4 و) - رت رد 1 ار 1 
رد4 - ریر2 + )2 بت ر) 4 
رد8 + وتد4- 8 
 ) - 44‏ 
رب ) < ٩‏ 1 ۱ 24 ] < ۲۶ 
مرحله اصلی: 
گام ۱ 


ء < 25012 *(24) + *(44-) ۷ | ۲/۵ 


,7 ۲ ۱ 44 0( 
لوپ و - ی )2+ (و) ره + ود 


"(6 - 927) + *(2- 442) - ( 20+ ود 


۳۳۴ فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی توابع چند متغیره بدون محدودبت 


0- (6 - ۱84/927 + (2- 176)442- 20 + )۶ 
,۰ << ,2 چد ۲ << ۸ 
7 44 0 
۳ (پ ](0062) < ( 2 + ودرت و 


گام ۲ 
0 ِ (وز)/۷-- ً 
0332 
247 ۱2۴ + 0732 ۱۷- || (و)/۲| ۱ 0 - (و)/۲ 
2 2 ۲ 
09- -فس_ - 7 
2 | (,)/۲| 
69- 44 2- 
۰ 3 [ و ](۵009) ۱ 128- 
۱+زرا جایگزین [کرده و به گام ۱ میرویم. پس. ۲[ 
گام ۱ 
72 - ۲2.70 0.69- 0 
0 ِِ ۳ 5 رو 2+ ۱ دا 


از حل معادله بالا: ۰.۲۲ < 2۸ پس ۸72۰.۲۲ 


4 (0.69- 20 _ 1 
۳۳ رو )(022) + [ ور - ری + ویر و 


ا< ژ وبه جای ۰1 ۱+ را قرار داده و به گام ۱ میرویم. 


۳۴۵ برنامه ربزی غیر خطی 
نتایج بقیه حل طبق محاسبات روش گرادیان مزدوج در جدول زیر آمده است 
وه جرا در ارم 4 رم و 0ص ریت رز 


جدول ۶-۳ نتایج حل مثال ۱۷-۳ طبق محاسبات روش گرادیان مزدوج 
(بازارا و همکاران.۲۰۰۶ص ۴۲۴) 


ی | ۷۲| ۶ه ۱۳ 


(۳ ,۰) 
۲ (۲۶-,11) 9۰,۲ (110-) ۱ 
ف  ۳(,‏ ,۰) 
(۲۷۰۰۱,۵۱) ۲ 
۳ (۱۲بکار) ا 4 ۳۹4 (۰,۷۳۸۱,۲۸) ۲ 
1۲ 
(۲,۵۰۱,۲۱) 
۱ ۸۸ ۸۷,-) ۹۹ ۰,۶۸ ,۰,۸۷) ۱ 
,۰ ,(۲,۵۶۱,۲۱) 
(۲,۰۱,۲۲) ار 
لّّ (۰,۲۵-,۰,۳۰-) 9 ۰:۳۷ (۰,۱۸۰۰,۳۲) ۲ 
۶ 


)۲,۲۵۸۱,۱۰( 


۱ (۰,۱۱:۱۲۰-) ۰:۳۲ (۲۰,س-,۰,۱1) ۱ 
تن ,(۲۱۲۵۵۱,۰) 
( (۲,۲۳۰۱,۱۲) ۸ 
۱,۲ ۶ ۵ (۰,۰۳,۸,۰) ۲ 
(۳۳۰۸۰,۰۱۳۲ ,۱ ۹« 
(۲,۱۹۰۱,۰۹) 
۱۲۱ (,۰۵,-) 1 (ع ,۵-۰ ۰,۰) ۱ 
۲( ,(۲۱۱۹۰۱۹) 
(۲۱۱۸۵۰۱,۰۹۶) ۷" 
۱ (۰,۰۲۸,۰۱) ۲ 
۰۱۲« 


بای مشاه دابا این بخ تسه لاله ( ای سس رورت با ویو 


روش در جدول زیر آورده می شود: 


۳۴۶ 


جدول ۷-۳ نتیجه حل مساله "(,۲7-,) ۲ 


نام الگوریتم 


رد[) 


رر 
هوک -جیوز 
مختصات دوره ای 


نیوتن -رافسون 


گرادیان مزدوج 
11۳ 

۱۹9 

بازاراو همکاران 

(۲۰۰۶)ص ۳۸۲ 

(1+ 

11 (وریل(۲۰۰۳ 
وی ۳۳۱ 

جستجوی ناحیه 

اعتماد 


0 1۲۷1۹[ 
۱60161-0[ 
فوا ۱۱( 


1-۱۳05 


فصل ۲ بهینه سازی غیر خطی توابع چند متغیره بدون محدودیت 


ارائه دهنده 
در کلاس: 
مهندس 


بهاره فرحبخش 


مریم خایف 


میترا مزینانی 


فائقه رنجبری 


امین یوسفی 


شیما روستا 


هانیه نجارزاده 


شروع 


جواب 


)۲,۲۸, ۱,۱۵( 


)۲,:1, ۱,۳۶( 


)۲, ۱( 
)۲,۲۲,۱,۱۱( 


)۱۸۳, ۰,۱ 


)۱۵۹۲۲,۰,۹۹۲۱( 


)۱۹۹۳, ۰۹1( 


)۲,۱۸۵, ۱,۰۹( 


)۲,۱۱۵, ۱,۰۵۸( 


)۲,۲:,۱,۱۲( 


)۲,۲,۱,۱۲( 


)۲,۸۳, ۱,۶۱۵( 


)۱:۹۸۲, ۱,۰۶( 


)۱.۸۶۲۵, ۰,۹۱۲۵( 


)۲۰۰۹,۱.۰۶( 


د 2010۲-۱۲۴ با چند الگوریتم 


۳ 


۰,21 


۱ 


۷ 


۱۹2 


۳۳۷ برنامه ریزی غیر خطی 


تمرینات 
مطلوبست حل توابع زير با روش نیوتن -رافسون 


2 2 
۳ رو هی ورد 


2-5 6 و نقطه اولیه (۰/۵ ۱) 
۲-ر 82 + 122+ رو +( 30 2 من 
2-1 ۶و نقطه اولیه (۱- ۱ با !6 >۰.۰۰۱1-| ۷۶۵6 || 
یات ۱۱۲۶ نات 
۳ ۷+ ور 0 ۳-۲ :۵2 <  )(‏ 1۶۰ با 20.01 6ونقطه اولیه (۲ ۱) 
جواب: (۰. ۰) در یک تکرار 
۴ رس ۲۲ بر <() ۲ ۸ 


جواب: (۱/۳۳۴ ۰۶۶۶ ۰/۵ ) با نقطه شروح مبدا و 0.05< 2 


رآ ناب یم و شرع امای ای است. 


"ات ال وادی ٩۵/۸/۱۱‏ 


: 


بهینه سازی غیر حطی 
با محد‌ودیت. 


شرابط 1616 و ["] 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودبت ۲۳۴۹ 


۴ 


بهینه سازی غیرخطی با محدودیت » شرایط کاروش کان تاکر و فریتز جان 


هدف فصل 

این فصل به مدلهای بهینه سازی( برنامه‌ریزی) غیرخطی شامل یک تابع هدف و 
چند محدودیت می پردازد وشرایط بهینگی کاروش کان تاکر و فریتز جان را تشریح و۲ 
الگوریتم موسوم به حرکت درجهت امتداد موجه برای حل مسائل ]لا با محدودیت را 


توضیج عم هه 


۱-۴مقدمه 

فصل حاضر به حل مدلهای مشتمل بر توابع پیوسته نرم چند متغیره (درهدف و 
محدودیت ها) اختصاص داده شده است. الگوریتم های توانمند حل مسایل این چنینی 
مبتنی بر یافتن نقطه‌ای است که تعدادی شرط را ارضاء نماید(نم‌هازر و همکاران. 
۹ فصل ۲. دراینجا می‌خواهيم پیرامون شرطهای لازم و کافی برای بهینه بودن 
بودن یک نقطه در مسایل غیرخطی محدودیت دار ازنوع 


۱ 
ازجمله مراجع کتاب اصغر پور(۱۳۸۱) ص ۴۱۰ »راردین(۱۹۹۹)ص ۷۸۷ وبازارا و همکاران(۲۰۰۶) ص ۱۶۵ 


مومع ۲ 


۳۵۰ برنامه ریزی غیر خطی 


18 2 )۵( 2). 


۶۰ (8,)۲ 5 
.از 2۰( 
2۳ ۷ 


بحث کنیم. لاگرانژ (۱۸۱۲-۱۷۳۶) اولین کارها را در زمینه شرایط لازم برای جواب 
یک مساله برنامه ریزی خیر خطی با محدودیت‌های تساوی ارائه داد و کاروش در ۱۹۳۹ 
ی دربتاه کمن باکر هر ۱۵۱ ای لا شرا تومست دنتفر راد فرص 
بهینه بودن یک نقطه در الا استفاده از شرطهای لازم موسوم به شروط کاروش کان 
تاک" يا استفاده از شرطهای لازم موسوم به شرطهای فریتز جان است. شروط کاروش 
کان تاکرتوسعه کار لاگرانژ برای شرایط لازم یک مساله الا با محدودیت‌های تساوی 
است. توصیه می شود خوانندگان قبل از مطالعه این شرایط. تعریف استقلال خطی 
بردارها را در فصل ۱ مرور تمایند. 


۲-۴شرطهای کاروش کان تاکر (161>7) و ضرایب لاگرانژ 
ذیلاً به شرط های موسوم به شرط های کاروش کان تاکر(161>1) که در تعیین 
بهینگی جواب مسائل غیرخطی کاربرد دارد پرداخته می شود. این شرط ها گاه لازمند 
و گاه کافی و در آنها یا از گرادیان استفاده شده و یا از هشیان : 
۱ مرتبه اول 
۱- شرطهای لازم 
۳3 


شرط‌های ۰۰ شرط روی تابع 
۲ - شرط‌های کاقی مرتبه اول 


مرتیه: دوم 
-شرط مرتبه اول از گرادیان و شرط مرتبه دوم از هشیان استفاده می‌کند. 


م۲۵ طقف منم ۱ 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۵۱ 


- ملاحظه خواهید نمود که تفاوت عمده شروط لازم مرتبه دوم و شروط کافی مرتبه 
دوم در مثبت نیمه معین و مثبت معین بودن هشیان تابع است. 

سمل ای قاط شفتی کسور روط ز مرکهمن آکاروش اضق کین عاط 
ات قویتة: 
در ادامه» کار لاگرانژ و کاروش کان تاکر در حالات زیرتوضیح داده می شود: 
لف) شرطهای لازم برای بهینگی یک نقطه در مسائل 1[ با محدودیت تساوی, 
ب ) شرطهای لازم بهینگی نقطه در مسائل غیرخطی با محدودیت از نوع نامساوی؛ 
ج ) شرطهای لازم بهینگی برای مسائل لا با محدودیت نامساوی وهای نامنفی؛ 
۵ ای لای ۲ در اکن ال با محفووت سایق وسامی: 


۱-۲-۴ شرطهای لازم مر تبه اول( ودوم) برای بهینه بودن یک نقطه در ۱۲۳ با 


محدودیت‌های تساوی 
مساله زیر را در نظر بگیریذ(ص ۲۷۷بستر کاس:۱۹۹۹ ص ۱۹۰ بازارا و همکارآن,۲۰۰۶) 
 )2(‏ ۱10 
۱.7 و[ 2۰ (۲) ,1 91 


که قراخ توابع ۴ب بكِ / ی ۱1 / 7 ۲ 1 به طور پیوسته 
مشتق‌پذیرند(ص ۲۷۷بستر کاس.۱۹۹۹). قضیه زیر شرطهای لازم مرتبه اول ودوم 
قضیه ۱-۴ (قضیه ضرائب لاگرانژبرای مسایل با محدودیت تساوی): 
شرط های لازم مر تبه اول و دوم مینیمم موضعی 
(ص ۸بستر کاس:۱۹۹۹) 
شرط لازم مر تبه اول 

فرض کنید "یک مینیمم موضعی تابع 9 متغیره ؟ مشروط بر 1۱,...,90 ,۰-(9:)0 
باشد 

۱۸۹ 
39 
1 و + « و < 1 ,۰<(): 


۳۵۲ برنامه ریزی غیر خطی 


زر تا پر ۳ یی عظی ستق بافته نون ضورت اعدا اسکال 
...2 < ۸ موسوم به ضرائب لاگرائژ وجود دارد به طوری که 
۰۲۷۸۵2۰ +( ۲۷۶6۵ 
<] 
توجه کنید 


این رابطه شامل 9 معادله است. وبا توجه به اينکه ۶ شدنی هم باید باشد جمعاً در 
شرط لازم 1+7 معادله با +10 مجهول داریم. 


شرط لازم مر تبه دوم 
به علاوه اگر 9 ار مشتق پذیر باشند حاصل ضرب داده شده در زير هیچگاه 


منفی نخواهد بود: 


2۷ ۲ و ب| ۵ 27 جر ۳ 7 


که در آن 
۲ یک بردار 0 عنصری و 
مجموعه ۷ یک فضای برداری است وچنین تعریف می شود: 
کت بر ( ۵۲ ,۲۸| <(0 ۷ 
ومنظور از 1 ماتریس هشیان است. پابان قضیهگ]. 
گاه در کتابها به جای ۷از " - < ۸ استفاده می شود و لذا 


۰( ...۱ <1 ۸۱2۸ 0 ۷ أ 2 ) < (۷6 


۲ ۲ ی و 2 ۱ ۳ ۳ ۲ 
نامیده می و نمونه ای از ۷ در شکل ۱-۴ نمایش داده شده است 
مصمتافنته۷ مامنووع؟ مت )مب ۵۶ مموم‌وهناو ۱ 
این مجموعه که در بسیاری از ادبیات بهینه سازی به آن اشاره شده برای مسایل با محدودیت غیر تساوی هم 


تعریف می شود: رجوع شود به ص ۶۰ تزرابسون(۲۰۱۸) 
* 20 ظ 0 عمعمو آمم‌ومع] ۲ 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۵۳ 


۷۳ 


شکل ۱-۶ نمایش ۲ بعدی مماس برط در نقطه "2 

توجه کنید 
- وجه نامگذاری ۷ به زیرمجموعه شامل تغییرات شدنی مرتبه اول می‌تواند اين باشد 
که اگر مقدار متغیر از * به اندازه ۶ ۵۸ تغییر کند و ۸ + ۳  <‏ بخواهد 
شدنی باقی بماند یعنی در ۰ < (0:)0/ صدق کند با در نظرگرفتن بسط تیلور 
:۵ حول *1 تا مرتبه اول یعنی 

اس )۷۳,6 + (#« یط ع یه 
جوا فیه شذتی دی *عر ۱ پس 2۰ (عدض) ار :۷ 
عقروط صیق آیه شیف اسلا خطی ار ۴ ۷ مامت وستتگرمی شوه گفهر این 
مساله این شرط همان منظم (۷12۶ع۲6) بودن 5 است. 


۴ 
- شدنی بودن به طور ضمنی در قضیه مستور است. به عبارت دیگر 


111 


2۰( ,22/۷۸ +( *) ۷ به همراه شدنی بودن "۵ ازشروط لازم برای بهینگی 


۱< ]1 
# است 


- در اینجا فعتی برای مسایل دارای محدودیت تساوی. ضرائب لاگرانژ مثبت. منفی یا 


صفرمی توانند باشند. 
یک کاربرد شرط لازم مرتبه دوم اینست که نقاطی راکه از حل معادلات مرتبه اول 


بدست آمده است می تواند غربال 
ففیی نا برای ای اک که. ( ۷/۶ ها سل عطظی, پاستق. اگر انتادل 
خطی نداشته باشتد نمی توان نتیجه گرفت که *2 یک مینیمم موضعی نیست. 


مثال ۱-۴ برای تعیین مجموعه ۷ 


۵۹ ,۳۰ انا عم له تمصمتاهامک؟ .2نصناو0 مه مامت ممنتهتاآ۱۷۳ ص ه 1۱ 


۳۵۴ برنامه ریزی غیر خطی 


ی ۲ 


۷: ۲0۵( 0 ِ 


.۰ 
۳ ح ۷ ۲ ۲ 1( 


حل 
نقطه ۸ مینیمم موضعی است پس در شرط لازم مرتبه دوم هم باید صدق کندوچون 
یک محدودیت داریم( 111۱ ). باید برای ۸ داشته باشیم: 


(۸) 2۷ «۷ ۰< د( ۸,۸۱ +(۸) 0 (۸) 
( ۰ «(۵) ۲۸ )-(۸) ۷ 


۲ یک بردار است با نعداد عناصرمساوی متغیر های مساله: 


محاسبه گرادیان تابع محدودیت: 
(۲,۲ ی )011 


02۱ 
011), ۲,۲( 


كِِ 01۲ - 71 


(۲,۲ ی )010 
9011 


۱۱ ۸۶0 ۲۷۶ ۰-() , 1 
»1 
[ ۰+ ,رج+رن| «اع( «ع| بر را ۱ ۵ )-(ه) ۲ 
»2 
یعنی مجموعه ۷ مربوط به نقطه ۸ برداری است که حاصل جمع عناصرش صفر باشد. 
بایان منال 6 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۲۵۵ 


۱-۱-۲-۴ دو تعبیر و برداشت از شرط مرتبه اول ۰( ) ,۰2۷ +(66 ۲۷۶ 


۱< | 
(برت سکاس ۱۹۹۹۰ ص ۲۷۹): 


(-تعبیر هندسی. 

رابطه ۲۶۵۸۳۸۵ یه شا آگر یک منم موش باه 

]< 
۲ /)۰( 
91 (2۰ [2 

باشد. بردارگرادیان تابع هدف در وبردارهای گرادیان توابع محدودیت های تساوی 
در < مستقل خطی نیستند به عبارت دیگر گرادیان تابع هدف بازای ‏ متعلق به زیر 
فضای بردارهای گرادیان توابع محدودیت ها می باشد. 
۳- شباهت 20 ۸ (*۲) ۷ ( - 2 ۸) مربوط به مسائل بهینه سازی 


دارای محدودیت تسادی بالا< (0 ۷ در بهینه سازی بی محدودیت 


می دانیم که اگر حاصل‌ضرب بردارهای غیر صفر 9 و6 صفرباشد (0- 6 آندو 
برهم عمودند. حال فرض کنید "« مینیمم موضعی مساله فوق باشد. در ادامه اين 
میا کی از ۲۱۷۷ کاس ۱۹۹ وردهمی ود 

باه اه ام یی مریم را و 
عمود است بر زیرمجموعه شامل تغییرات شدنی مرتبه اول یعنی 

,۱ از ,۸ 0۵ ۲۷۵۱ | ره ۷ 

در این مساله زیرمجموعه ()۷ شامل آن تغییرات (یعنی 2۵ )از جواب شدنی * است 
که برای آن» بردار حاصل یعنی ۸6 +*  <‏ در محدودیت های‌گانه ۰ < :0 تا 
"[تقریب] مر تبه اول صدق می‌کند" 


در ضمن چون در نقطه مینیمم موضعی ۰ شرط لازم مرتبه اول در تکنیک لاگرانژ 
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یعنی ۰ ( 6 ,۷/۶ 2 +( 18 ۷ باید برقرارباشد؛ و با ضرب ۸۵۲ در طرفین داریم: 


] <۱ 


۷) ۸۷+ 2۱۷ /۸)( ۸۷-0 


/<1 


۲۵۶ برنامه ریزی غیر خطی 
لذا با توجه به تساوی ۸-0 (۳) ,۷۳ در مجموعه(*)۷, نتیجه می شود که 
7 
(, شو...ی ۸ ۸۵متعلق به (۷۴ صفر است: 
6۷06 ۲ ۸۰ )۷۲ 
پس (*۷71و(*۷ برهم عمودند. 
20 ۸ ۱۷06 در بهینه سازی با محدودیت شبیه صفر بودن گرادیان یعنی 
کر از در تهیته یار بتون مودیت است رز پرفشکاس ۱۹94 ۱۵۳۷۱۲۷۷ 
ِ 1 # 
مثال ۲-۴ آيا نقطه ۱ - می تواند نقطه بهینه مساله زير باشد؟ 
اِ- 
26 26 ۸۷۲ 
۰ 


حل 
۲ (اس) ‏ (۱-) نی سم | شدنی است . حال ببینیم ضریب 


لاگرانژ وجود دارد یا خیر. 
2۰( 2۷6 +( 060 ۲۷ 


۱ ۲ ۱ (- باعل م۲ ۱ 
۲ ب- ۱ 1 ۱ 


شکل زیر شرط لازم ۰<( 227۷/۱0۷۲ +( ۷۴6 | برای مینیمم موضعی بودن 


۱<] 
نقطه "(۱- ۱-) و برای این مساله به تصویر کشانده اتتتت: گرادیان تابع هدف در این 
نقطه (۱ ۱( ۶) ۷۶ یعنی بردار ۷ ۷ است که عمود بر منحنی تابع هدف 
در ان نقطه است. از طرفی "(۲- ۲س) < (۲۷/0۲ گرادیان تابع محدودیت در ان نقطه 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۵۷ 


است یعنی بردار [۲- 7-۲ که جهتش درست بر خلاف جهت 0 ۷ بوده و 
داریم ۰<( 6) ,۰.۷+( 6) ۷۴ لذا ضریب لاگران: ۰.۵ 2۸ می باشد (اقتباس 
کل ضن ۲۳۸ شت:شکامین :۱۹۹۹ 


7216624 

پایان مثال ۸ 

-در حقیقت شرایط قضیه ۰۱-۴ شروط لازم بهینه بودن جواب را برای مساله فوق 
مق که ول ففت توانطی. کانی عم ی اف ها ار کی قوا مش رو 
تابع [محدب و :9 ها خطی باشند. آن وقت جواب حاصله از دستگاه حاوی شرایط لازم 
و محدودیت‌هاء جواب بهینه مساله فوق است ( اقتباس از وینستون, ۱۹۹۴ ص ۸۵ع) 
مثال ۴- ۲ 

یاه ۱ : )تسس توانند نقطه بهینه مدل زیرباشد؟ 

۳ ۳ 

۸۷1۱ ۲ 


۲ و یر ی 


۲۵۸ برنامه ریزی غیر خطی 


در مورد یزرا ره هدن است اما مقداری برای ۸ از دستگاه 
(۸۷۸,۵ + () ۷ به دست نمی آید. در مورد (۳- ۲-)< ۲ نقطه شدنی نیست. 
پایان مر ۵ 
منظم( منفرد) باشند ضرائب لاگرانژ وجود نداشته باشد. به عبازت دیگر ممکن است که 
یافت. یادآور می شود همانطور که در فصل اول آمده است در یک مساله غیر خطی با 
محدودیت از نوع تساوی(۰< ( 06 11) اگر در نقطه شدنی ۹ کلیه (8) ۱۷۰ ها مستقل 
خطی باشند. نقطه ۹ منظم(غیرمنفرد ۳ نامیده می‌شود. 
مثال ۴-۴ (برتسکاس,۱۹۹۰ص ۲۸۰) 
در مساله 
بر + 2 < (6) ۲ ۲۰ 
.۹ 
و( ( ۳۳ 
ی 
همانطور که شکل زیر نشان می دهد جواب سح * 23 اشت اما 


- سس ۳ ۳[ 5 < ( ۷۲و هیچ ضریب لاگراننی 


نمی‌توان یافت که دررابطه . 1 ۳ 1 0 ( 2۲۸۵+ رگم ۱۷۸ +( ۳/0۰ 


صدق کند. زیرا ,۷ ها وابسته خطی اند(بنا به انجه درتعریف استقلال بردارها درفصل ۱ 


آمده 


تقاناو»نممه 


تهلناومز ۲ 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۵۹ 


است). ۰( 04 ( ۵۲ ۲۷۵( ۲( ۲۸ وابسته‌اند چون دترمینان ماتریس 5 


لّ ۴ ۴ 

صفر است. درشکل هم دیده می شود برایند ( 2۷۲/۷۵۷ +( 6 2۱۷ و ( 6 ۷۴ 
دقيقاً درخلاف جهت هم نیستند به عبارت دیگر ۰ < 2 ۰ < 2 نقطه‌ای منظم 
نیست. در ضمن می توان گفت که (برت سکاس ۱۹۹۹۰ ص ۲۸۰): 

مشکل ایتست که در این مساله ۲ متغیره که نقطه مینیمم آن نقطه ای. منظم 
نیست. زیرمجموعه شامل تغییرات شدنی مرتبه اول یعنی 

[ ۵۲-۰ ( ۰۷۸,۵6 ۵ ( ۲۸۵۵ | ها( ۷ 
با توجه به محاسبات ذیل » مجموعه (10ع 2 ۸۲| ۸۲ است : 
۱ ۲۸۸۲ 


هر لد ۸۳۹ مب ۱۸ 


ابید ۳ .<- ۳( ۷ 


۲۸۲ ۱2۰ 


۲۷۱۲ ( << (به سل‎  1 


۷۲2۰۱۲ ۱۸۲ 
این زیرمجموعه نسبت به مجموعه تغییرات شدنی حقیقی ! در اینجا یعنی 
[ ۰ < ۸۵یا ۵۰+ 0 |عش) ابعاد بزرگتری دارد. 


ممتاهزیه ۷ ماطانمعع] آن اعد مین 


۳۶۰ برنامه ریزی غیر خطی 


بهسته بودن ۴ با اجزای و ۰ می رسانده که ۱۳ ا)عر ۶ ۷۶ 
باشدباید ۰ ( )۰۷( ۲۷۶ یعنی( ۴) ۷ بر زیرمجموعه تغییرات شدنی مرتبه 
اول عمود باشد؛ که در اینجا اینطور نیست. اگر ,۷ ها استقلال خطی می داشتند 
زیرمجموعه حقیقی و زیرمجموعه مرتبه اول یکسان می‌بودند واین اشکال رح نمی‌داد. 
(برت سکاس ۱۹۹۹۰ ص ۲۸۱). پایان مثال ۱ 

کرد انم از ها اسلا خی ماش آنعاه سنعه کنات ای 
حقیقی و زیرمجموعه شامل تغییرات شدنی مرتبه اول یکسان می‌بود و این مشکل 
لاگرانه محید اه باشد. یاک گرگ ( عاط۷ وایسته خی باشتته #۶ 


ممکن است مینیمم موضعی باشد ولی ضرایب لاگرانژ برای آن نتوان یافت. 


۲-۱-۲-۴ تعریف تابع لاکرانژ(لاگرانژین) 
شرایط لازم توضیح داده شده در قضیه ۱-۴ برحسب تابعی بنام تابع لاگرانژ که با با 


۳( 0 تعداد محدودیت ها 
و9 تعداد متغیر ها ی مساله است. 
تابع لاگرانژ(لاگرانژین )مساله زیر 
(۲) ۶ 2010 
2۰( 81 


به صورت زیر تعریف می‌گردد. 
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1, 2( <[ (+ 2 2 ۷, )۲( 


حال اگر ۹ یک نقطه مینیمم موضعی و منظم (6682۷127) باشد» 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۶ 


23 0 
2۳ 02 " 
2 ...]را با ۷ ِ ... | با سلر۷ و اه باه +( 0( ۳ 
21۳ 21 تس 
2 8 


رابا(2ء م۷ یا( ۲,2 ۲), #نشان دهیم 
شروط لازم مر تبه اول بهینگی در قضیه ۱-۴ همراه با ۳( 1 (منظور از همه 


زط هاست) بصورت فشرده این چنین نیز نوشته می‌شود. یعنی اگر یک نقطه منل ۲ 
بخواهد مینیمم موضعی باشد باید در روابط زیر صدق کند: 
۰( ۷,۲,2 
۰ 


پس .شرط ۰( 2/۷/06 +( ۷/0 معادل 2۰( 27, ۷1.6 است وبرای 


1<۱ 
یافتن نقطه ای که شرط لازم مرتبه اول بهینگی را برای مساله داشته باشد می‌توان 
لیوا را ضقن فرا فان فش از کاشتن قرط شفنی مقر فتاه ففاد لاتم ربوطه | 
حل کرد. بعنون مثال برای تعیین نقاطی که در شرط بهینگی مرتبه اول مدل زیر صدق 
بر - بد + ۲2۲۲ ۲ 
5 
<< عونت بر 


تابع لاگرانژین یعنی (27۲۶۵ + (),2۱۳0 + () < سر را نوشته از آن نسبت به 5 
گرادیان گرفته مساوی صفر قرار داده و دستگاه شامل »1 ۷ ودو محدودیت را حل 
۳ 

و شرط لازم مرتبه دوم بهینگی در قضیه ۱-۴ چنین قابل نوشته شدن است: 


۰۲, 2 (« <۱ ۷( 2۷ 0 (<۱( ۳۷ 06 ( « ۰ 1 ۱... ( 


سب ف ۴ س 
که‌ذر آن (ر 2ر ) ررهشیان لاگراناین بهازای و ۲ انیت: 


۳۶۲ 


توجه کنید ()< ۷ و عبارات زیر یکسانند : 


مثال ۵-۴( رت سکاس ۱۹۹۹۰ ص ۲۸۸) 


برنامه ریزی غیر خطی 


و2 ب1ع [ 0 < ۲ 0 2 سل و۷ 
0 
0۳ 
0 01 9 
+ م2 + 21 + 
۳ 0 ۳ 


0 


پا 
01 9 
پر + ج 21 سب 
01 0-1 
+ 
01 98 
# رد 21 
رد0 رد0 
بسا 


برای مساله زیر نقطه ای را بدست آورید که شرط لازم بهینگی نقطه را داشته باشد 


۱ ۱ 
۱ 
1 


۳۳ ۲ 6 .لک 


۱ 
,6۲( بر وزج 0۲ - < رز 
۳۲ 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۶۳ 
نقطه را با (,..,)< ۶ و ضریب لاگرانژ مربوطه به محدودیت را با 2 نشان 


می‌دهيم. این نقطه باید در ۰ (2۸ :۷/۲ صدق و شدنی نیز باشد. در این 
مساله._ که فقط محدودیت تساوی دارد. شدنی بودن یعنی صدق در محدودیت 
تساوی. 


| ۸+ رت 4 ,۲ 


شرط لازم مرتبه اول و محدودیت ها چنین اند 


انش ی << + 2 
۱ -ِ ۳۳ <( ۷,۲,2 
اا رت ت : 1 
۲ و پر را ال و را بر 
ار #۷ 


#۴ ۴ # 
۳ اب 


ازاین سری معادلات تنهایک نقطه مینیمم بدست آمدوبرای آن ضریب لاگرانژوجود دارد. 
ب)آیا نقطه ۸ در بخش دوم قضیه۱-۴ هم صدق می کند؟ 


[ <۱ 


(۸ 2۷ ۲۸ 2 | (م 1 ۸+2 ۳ (۸) 
( را ات ب (۸) ۱۲۷۸ ۸-۲ ۷ 


داح ۱۲۳ 
(۸ 2۷ ۱۲۷۸۲ «< ((۸) ,2 -(۸) 7 (۸۰) 


۷ )۸( < )۵۲۲ ۳/۵۸ ۸۰-۰ [ 


۳۶۴ برنامه ریزی غیر خطی 


(۲,۲۳, )0 
۳ 02۱ 
۱ (6,۲,۲۳) 0 
۱<() ۷ ج< 02 < ۷7 
2 )0۶ ۱ 
011 
۰<() , ل ۲۰۰۱ 
۱ ۱ 
0 7 ۱ 
0 وب 0 0۲ 
0 0 1 0 0 2 
/<| 0 1 0 |<| وتهرته هرت ,0۲۵07 ۱<() ,۲ 
1 0 0 0 وروی 0 
ب۱۵ 0 0۵۲ 00۲ 
۸۱ 
[ ۸۵2۰+ ,۸ + ,عه)| ع) < (۵) ۷ج ( 2۰ ۸۲ ۱ ۱ ۱ ۸(<۱۵۸۲) ۲۷ 
۸۳9 


۸) (۸ 7 , )۸(( ۸۷ - 
۸۳ 

ار له بت عه) 
۸ 


)+ ,)+( ه) < 


۳ 

جون این عبارت همواره غیر منفی است پس بازای تمام (۸) ۷ ۱/۸۲ نیز غیر 

منفی است لذا شرط لازم مرتبه دوم هم برای ۱۳ ۱ < 4۸ ارضاء می شود. ازاینرو 
نقطه ۸ شرط لازم بهینگی مرتبه اول و دوم را دارد. پایان مان 6 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۶۵ 


۲-۲-۴ شرطهای لازم مرتبه اول کاروش کان تاکر ([16161) برای بهینگی جواب 
در مسائل غیرخطی با محدودیت های از نوع نامساوی! 
ذیلاً قضیه ای در مورد شرطهای لازم مرتبه اول کاروش کان تاکر برای بهینگی 
جواب در مسائل غیرخطی با محدودیت های از نوع نامساوی ذکر می‌گردد. برای 
استفاده از قضیه زیر متذکر می شود که محدودیت های مساله همگی باید از نوع 
کوچکتر يا مساویرگ )باشند. اگر محدودیتها از نوع دیگری باشند باید قبلاً آنها را به اين 
فرم در آورد ولو اينکه طرف راست منفی گردد. 
قضیه ۲-۴ شرایط ]11 
بازاراو همکاران(۲۰۰۶) ص ۰۱۹۰ وینستون (۱۹۹۴) ص ۶۹۲ 
فرفن: کنید: کیک مجموعه غیرتیی فر اه له ط: زي کی رمع 
پر بش ۶ رای مبالهط را تطایق دید تخل ریق 
فشج با ۳ 
(ر۲.) ۳ () رل 
۱۷ < [ > () ر 8 
2 ۷ 
رنامقید 
(,ردو..ی۲) را یک جواب شدنی مساله کمینه سازی فوق و « (/-(0 ,8: 0 ] 
بگیرید. فرض کنید که زق ها برای 1 : در نقطه 2۴ مشتق پذیرونع ها برای 1 ۶ ژ 


در نقطه 1 پیوسته . به علاوه (۲ :۷۵ ها برای 1 ! بطور خطی ه مه باشند. 


حال اگر 1 جواب مسالهط باشد آنگاه اعداد اسکالر :۶ برای > چنان وجود دارد 


که: 
2۰ ,۰۱۷۵ +( ۲۷ 
> 1 
1 ۰< ,10 


فازاراد مادام( ۲۰ ی ۱۹۰ وتو دز ٩٩‏ زاس ۶٩۲‏ هک گورمیک( ۱۹۸۲اصی ۲۱۳ 


۳۶۶ برنامه ریزی غیر خطی 


علاوه بر فرض‌های بالا اگر در نقطدل , ز5 ها برای ۶ [نتیجتاً همه : 5 ها] 


مشتق پذیر باشند شرایط فوق را چنین می‌توان نوشت 


۰۷۱۷۵۱۲۰ +(۲) ۷ (1- 11 
۱ 3 8۵,([<۱- ,]۷ (- 1۲ 
وک ۰< ,۷ (111- 17 
صدق 1 در محدودیتها (1۷- 1010۲ 

پایان قنیه 8ا 
۱۱ و فیرشت نه ی اخمال فرعتالة کمهه‌شاوی 
می توان گفت که شرط اول بدین معنی است که با توجه به اینکه طبق شرط 111-1 


(۲) ,۷,۲۵ 2- - (7) ۷۶ بردارگرادیان تابع؟ در نقطه ۰16 یعنی بردار 629 ۷ .و برآیند 


بردارهای (۸,۷8,6۴ (4,۷,)35آو... باید در خلاف جهت هم باشند. 
توجه کنید که 

بحام داخان کرفشه: در ووانط توع 11 مان میر؛ کسید مهوت لاش زا 
(20< ,9 (8),ع )گذاشت: آنگاه < ابا . 
گر مساله پیشینه سازی باشد. علامت قبل از رام در رابطه 166-1 منفی خواهد 
سبه جای ۰< [() ز 7 0 ۷ می توان نوشت که: 
اگر < لا آنگاه 8,)(<۰- 0 واگر *< لا انگاه 0(<۰) ,ع- ط. 

در ضمن :7 ها را می‌توان قیمت سایه مربوط به محدودیت ام در نظر گرفت 


(وینستون ۱۹۹۴۰ص ۰۶۹۲ اگر طرف راست 1 امین محدودیت در مساله داده شده در 


۱ 2016 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۶۷ 


قضیه از زا به ۸+ 9 (مقدار کوچک ۵) | فزایش پیدا کند تابع هدف کمینه سازی 
در حالت بهینه باندازه 47*۵ کاهش می‌یابد. 


اگرند درحالت بهینه بازای یک زاز ر 7۳ به ۳0 تفییر کند (مقدار کوچک )؛ و 


بقیه زر ۲ ها تغییر نکند» تابع هدف باندازه ۵ بصیق] |تغییر می‌یابد. 
۲ 
اثبات: 
چون بسط تیلور مرتبه اول تابع چند متغیره ۰ مقدار 1 امین محد‌ودپت , ()رو حول 
پرکوهههواز توهعو 2 چنین است 
عم ی( ,۷۵( 6 +(؟) ,و ع( )ره 


, و۵ ۵ +08 
رس رک »0 رک ۱ ك و5 )( 7 یوک و وی رت +(5) بو < 


کی ۵ ۲ 
2 1 11 / 1 


۰ مد اس ماس مت ِ ی 3 
رز نقظه: ار وروت ر< ر وی( :۶ چنین می شود: 


(«) ,98 
میج ت (- مور 8+ قوس ی ) +() رو( ) ,8 
- ۷ ِ 
( :2۵ 
05۱ 
۳ ی |(0,....5....0)+(۳) ,ع-() ,و 
:26 
۳ 0 
۶ 2 | : 0 
۲ ‌ ,8 -,>(5) 8 وه ۱ :5 (5) ,2 <(۶) :8 
0,۳ ر 0 


برنامه ریزی غیر خطی 


لذا اگرعنصر ز ام نقطه بهینه به اندازه 8 افزایش یابد ( افزایش ۲ به اندازه ۵) 


۳۶۸ 


۱ 7 0, )( " 

۱ محد‌ودیت 1 ام و به اندازه 9 9 کِ ۸ تغییر داده 9 تابع هدف ۳ 
9 

1 


:09 
به اندازه [۵ کرو ,۷۸۵ تغییر می یابد. پایان ازر- 8 


/ 


-تغییر در 1۳15 ۳ تابع هدف 9 زیرتغییر می‌دهد: 
(تانقدی مر - شب( - و 


وقتی عنصر [ ام ی ی 0 تابع هدف کمتر 
کیک نافیل اجه کیک ایک | وا ههان تم اند میت باشته 
ن :0-| (5) 4 0 1 پس اگر 0 < ,» باید ).8 که اصطلاحاً می گویند 


محدودیت درنقطه 5 تساوی آور (بایندینگ) باشد؛در ضمن اگر 0< :4 باید > (),8 


مثال ۶-۴ 
درمدار زیرمی‌خواهیم 7 را طوری تعیین کنیم که توان جذب شده توسط آن 
٩‏ 
۳ ۳۳۰ 


‌ 


( 10 رح ۷ 20 


یعنی ار نیت گرگ از تغییرات مجموع مقاومت سیستم بر اثر تغییرات دما 
صرفنظر کنید. شرطهای 161 را نوشته و مشخص کنید کدام گزینه زیر صحیح است. 
۰ ۰ << 0 

( << ۰ 0 < ۰ 

6( 1-۰ 6 2-۰ 

01( << ۰ ۲ 2 ۰ 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۶۹ 


توان(۳) جذب شده توسط مقاومت ۵ < ۲ است 


ی 
اس ح-  [‏ ۰ ح- 
3 ۰ ۱ 
مدل مساله چنین می شود: 
جر ۴۰۰ 
۷/9 
۰ < ۲ .8 


شزطهای لک برای مساله کمینه سازی با محدودیت ازنوع > چنین است: 


۷ 6+, )5( <۰ 


ا< [ 


2۰( ر8) 1 
2۰ 10 
محسدویتها 
مدل را مطابق زیر می نویسیم 

۱ ۴۰۰ 

۲و( 1۳ )۷/۶ 

5. 

* که ازع 

-۴۰۰)۱۰ + (۲ 4+ ۲6۱۰ + (۹ 

ون 


)۱۰ + (۴ 


شرطهای > (شامل محدودیت): 
(چ::)( + ۲۱6۱ +( + )وت 


)۱. + (۰ 
10۳( <- ۰ )( 
۰ 
1۸1-۰ 


برای یافتن جواب ]> : 
چون * < 1 *< ۲ لااقل یکی از ایندو باید صفر باشد یک حالت ممکنه: ۰ < ۰,1 < ۲[ 
با صفر قرار دادن نا در رابطه اول, با توجه به اينکه مخرج صفر نیست صورت باید صفر 


۳۷۰ برنامه ریزی غیر خطی 


جح .۰ < (]۴۰۰)( + ۲۱۰ + ۲( + ۴۰۰)۱۰- 
٩ 2 ۰‏ چد .۰ < (۲)۴۰۰۳ - (۲ + ۴۰۰۱۰ 


چون ۱۰ < 5 در محدودیت صدق می‌کند پس ۰ < 1, ۱۰ < 7 یعنی گزینه ) 
جواب قابل قبول است. 

در نظر گرفتن حالات دیگر, 1 لازم نیست چون جواب گرفته ایم. 

توجه اگر در محیط متلب از دستور 017۷6 استفاده کنیم: 


(۰ - (۱۰(*)۴۰۰۰8+)*۲+۲(+۴۰۰*)۱۰- )501۷6 
۲ جواب ۱۰ 9 ۰ را می‌دهد که واضح است ۰+ قبول می گردد 
پایان مثال ۱ 
استنتاج! ۱-۲-۴ برای کافی بودن شرطهای 111 


اقتباس ازهلیه و لیبر من۱۹۶۸۰.ص ۵۷۶) 
فرض کنید که در مساله زیر 


نوی ۲ () ۷۲۶۸۱۱۷/۵ 
...م1 )> () رم .51 
تابع هدف در کمینه سازی محدب ( مقعر دربیشینه‌سازی) و :6 ها محدب بوده و 
2۴ ۴ 2۴ 
شرایط منظم بودن (اته1اعع؟ )را داشته باشند. آنگاه نقطه رکتودو 06)< ف 
بهینه خواهد بود اگر و فقط اگر در شرایط لک مندرج در قضیه ۲-۴ صدق کند. 
پایان ا. ۲۱2.2 گا 
در اين صورت است که شرط لازم به کافی تبدیل می شود. منظور از شرا یط منظم 
بودن دراینجا استقلال خطی ( ,۷۵ هاست. 
توجه کنید که در نوشتن شروط 61[ برای مساله بیشینه سازی یکی از ۲کار 


زير را انجام دهید 


الف) در ۰< (5) ,۸,۲۷۵ < +(3) ۲۷۴ علامت قبل از 2 منفی نوشته شود و یا اينکه 


1 <۱ 


دمم ۱ 


فصل ۴ برنامه ربزی غیرخطی با محدودبت ۳۳ 
ب) 5۰ را منظور شود و علامت قبل از 2 مثبت باقی بماند . 


مثال ۷-۴ برای حالتی که تابع یک متغیره و متغیر شرط غیرمنفی بودن را ندارد 


مظلیممت قاط وق له ریک میر غی ی و 
شب خط, ( 0 ۳010 

ریب محصدودیت 
1 7 م وک دک زو 

2 > 1) 


حل 


طبق شرایط 1۲ اگر 5 بخواهد نقطه بهینه مساله باشد باید اعداد اسکالر ۲۶ , ,16 


وجود داشته باشد که در شرایط زیر صدق کند 
2۰ ( ,۱۱۷۵+ ( ۵,۲ ۷۷+( 2) ۷ 
۰ ([() ,۵ - ,0] :1 
2۰ 10 


مح_دویتها 


[ ۲ 
1:2 ۲ 


ازاین دستگاه بان > و ضرانب لا خرانه زاسدست آوزد: 
برای سهولت محدودیت را فعلا منظور نمی کنیم پس 
۰ ۷+ (۱-) ۷+ (۲)6 ز 


(۳ 
۱, )-0 +1( 2۰ (۲) 
10,0 -7( 2۰ (۳ 
۷, <۰ (0 
102۰ (۵) 


گفته شد به جای ۰ (8,)۵- 0 0 می توان نوشت که: 


اد 0 ود سل 


۳۷۲ برنامه ریزی غیر خطی 


براین اساس برای حل دستگاه فوق در مورد ضرائب لاگرانژ ۷, 00 چند حالت در نظر 
می گیریم 


9< ۲ج ۲)۲(<۰ [<() جب << (آحالت 
تابع ‏ مشخص نیست لذا 1 مشخص نیست که ببينیم شدنی است و در تمام 
معادلات دستگاه صدق می کند یاخیر. 

ب 0 ۲ 2۱ << (۳) « ۰< ۰,۷ (]]حالت 
0< 1 که شدنی است در صورتی نقطه 16161 می باشد که در تمام معادلات دستگاه 
صدق کند و ضرایب لاگرانژ غیر منفی باشد برای محاسبه ضرایب 

۰( 5۶2-۲0 () 
تابع مشخص نیست . نمی توان ادامه داد. 

0 ۲ 2۰ 0-6 () ج 2۰ ,,۰< /([][حالت 
در صورتی نقطه 1611 برابر مقدار شدنی 2 می باشد که در تمام معادلات دستگاه صدق 
مایت با نت شم سا رای از ایح 

۵(<۰) یس( رباع ۲۵-0 > (0 

تابع مشخص نیست . و لذا اطمینان از برقراری شرایط نداریم. 

0< ۳(<۲) , 7-0 ج< (۲) جب ۰< ,/,۰< (۷]حالت 
ون دا .8 این آمکان پذیر تست که همومان * یر وه باشد گذا خالت 1۷ نمی تواتفدرخ 
دهد . 
نتیجه:پس برای مسأله یک متغیره فوق نقطه ]>>[ 
اگر ۵0<0) گر چواب 2 7 است 
ار لاک از مقوات. ام است 
در غیراین ۲ صورت جواب 6 از 4< ( بدست می‌آید. 
به شرط انکه 2 شدنی هم باشد( 1 هر حالت در محدودیت هم صدق کند). 
پایان ۹ 
منال ۸-۴ 
الف) مطلوبست یافتن نقاط 16161 برای مساله زیر 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۷ 
 )۶(<۷ ۱‏ ۳9 


دك > > 0 31 


در ۲ حالت داده شده در زیر 
۸ " ,8مثبت ظ) ۱ ,همنفی )) #8منفی 0 مثبت.. 
ضریب لاگرانژ هر حالت محاسبه گردد 


 )۲(< ۲۸‏ طلظ 


٩1 0 > > 


۰ ۵+ ,و 
> 0 ,و8 


۱ ۲( رصنع 
5 
رد 
حل الف: شرط های لک بشرح زیر است: 
۰ ( ۵,2 ۱۱۷+( ۲ ۵ ۷ ۰+۷( )۱۷ 


۲ <- [ ۰<[() ,و - ,]10 
2,۲ 2۰ 10 
سل بل 
0( ,۱0+ 1۱+ 2 
)۲( 2۰ (1+ )۱ 
0 ۰ ۳ج 2( )13۴+ * بر( ز 
(( 1۷ 
)0( و 
)1( > زر 
0( > 


با توجه به نتیجه مثال قبل. در هر یک از حالات سه گانه. چنین است و در شکل زير هم 
تشان داده شده است: 

راهطا ۱ ارت ات ده یله اه ی ٩.‏ 
این نقاط شدنی است (درروابط ۶ و ۷ صدق می‌کند.). 


نا برنامه ریزی غیر خطی 


2 9 


9 
۶)0( < 0 1-2 ۶)9(>0 2۷ ۶)( 0 ۰ ۰ ۰0 


0 ح- 25-0 ح- ۲0-0 
در ادامه نامساوی های ۶و۷ در نظر گرفته نمی شود. 


محاسبه ضریب لاگرانژ :برای هر حالت جهت 4 « 42 مقادیر غیرمنفی بدست می‌آیدپس نقاط 
شراط 11 را دارند. 


برای حالت۸ که 4  <‏ : برای حالت‌ظ۳ : 260 1 
20 10 ,20-10 2۱0 ۷0,۱ 2 
< ,1 20 (0 + ۱,۵ 20 ,1 20 (+0-) ,۱ 
۹ رز وم - ُ 0- (ظ- )۷ 
۶ 0 < 1,4 
20 ,0+ ,0 
20 1 20 (-) ,<< ۲۰۵2 
و 7ب 0 (6) ره 3 .وت 
20 10:0 
حل ب 


یتمیق مرا شب رنب ی اش ان تا ظ 


مثال زیراعمال شروط 6 را برای یک مساله ۳ که جواب بیکرا ن دارد به تصویر 
کشانده است 
مثال ٩-۴‏ برای حالت بیشینه سازی ٩۷(‏ 02826 51۷22112065120161,1۹۷۵) 
مفظلسیت قاط ۰ تیاهن 
۷ تِ < ۶ ۵۲ ۷] 
.5 
۶ > *- 2۱:2 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۷۵ 


۳ ک ( ور 2 
۶ > 2۳۲-26 


8۳: -( > ۰ 


۰ ِ- ۱ ِ ‌ 
ح[ن ۳ ال اد 2۰( ,۰۱۷۵ +( ۷( 


۱ 
۳ 9 10-10, 


۱-۷ 
)1 
و۶۱ 1 ۰< [() رم - ,]۱۷ 
2۰( ( - 0,)3! 
۰ (۳+ (- بر ) ,10 
ون ال 
نز و 
:محدودیت ها( 111 
۰ > 7 - »2 
۳- که رز بر 
۰ > ز- 
۰ > رب 
قبلا گفقيم: که:یک را متوشتن. فروطظ ال جیشینه سازی ایخست که علانت 


قبل از رح در«( م۳ < +( ۶)مقبت باقی بماند وک :9 پل 


به موارد فوق محدودیت های ءو.., <۱‏ > ز۷ هم اضافه می شود. برای حل 
و اور هر کف اهار فا ها باق تیا سیسات ۲ات متصو تدای 
از این حالات که در آن همگی :2 ها منفی باشند(۱,۲,۳,۴ < ۶ ۰ > :0 را در نظر 
می گیریم‌با توجه به این فرض در دستگاه فوق الزامً 


۳۷۶ 


2۰( بر )1 

ناه 2۰ (۳+ بز- بر ) ,1 7 
۰ ملوپ 
او 


برنامه ریزی غیر خطی 


یراع > ما 
دح 10 ۷0 10+ (۱/۳) 


۱-۷ ۷ 1 


این دستگاه جواب ندارد. می ماند ۱۵ مورد دیگر. 


مورد > > 2۷ 2 ۷ را در نظر بگیرید. خواهیم داشت: 


۱ ۱ 
- 10, << 10 


۱-۷ 
۳+ (- رت 
2.۰ ز 

دک (- زر 

۳ > (- بر 


«ک رت 


-( > 


این دستگاه نیزجواب قابل قبول ندارد زیرا برای ۰ مقدار مثبت بدست آمده که خلاف 


فرض است. 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۷۷ 


برای ۱۴ مورد دیگر هم جوابی حاصل نمی شود. خواننده خوبست به طور هندسی 
تحقیق کند که تابع هدف به طور نامحدود می تواند افزايش یابد و در عین حال 
وروت ها اه یا ان ظ 


۲-۲-۲-۴ توضیح مخفف های5:0۳۰۳۲)-اجزای شروط 16167 
مخفف های 050۳.۳۳ در واقع اجزای شروط کاروش کان تاکرمی باشند که ذیلا 


از بازارا و دیگران( ۲۰۰۶ ) ص ۱۱یا آوری می گردد. 


توضیح ۱۲(شدنی بودن مساله اولیه) 
قاط انتکه. ۱۲ جوا شا برتی مسالف۴ 
تسب 
(ر۵.) ۳[ () ملظ 
۱.1 < [ رک (26) ر 8 
۲ ۶ 
باشد شرایط ۳ (شدنی بودن مساله اولیه) خوانده می‌شود. : 5 


توضیح ۲1(۲(شدنی بودن د و آل) 
شرط ۱,۲,۱ ۰< 1 ۰( ۲۷۴ +(),۸:۷۵< شرط 1۳ (شدنی 
۱< [ 


بودن دوآل) خوانده می‌شود. 


توضیح ۳),5( کمک مکمل) 
شرط 1,7 [(0)رو - :]نا شرط 05 (کمک مکمل) خوانده می‌شود. 
سه شرط 1۳۳۲ وه باهم شروط ]16 را تشکیل می‌دهند. توجه کنید که اگر 


8 ها به ازای [ -(0) ,ع:  <|‏ 1 بطور خطی مستقل باشند» آنگاه با 65 و "101 


«انانطتممع۴ لمصتر۲ ۱ 
«تلتطاتعمع۴ ام ۲ 


موعصآمم۹ تفاحعصهام‌همن ۲ 


۳۷۳۸ برنامه ریزی غیر خطی 


به طور منحصریفرد ضرائب لاگرانژ برای نقطه ۳ تعیین می‌شود که برای مساله با فرم 
فق نیقی بیاشتقی شا بان بذک انیت آعر دی بهاسه شور برع 
نوشته شوند شرایط ]166 را به فرم برداری هم می‌توان نوشت: 
2۰ 0 60 6+۲۵ ۲۷ 
۰-() و آزا 
4 
در اینجا 


() ,۷۵ یک ماتریس« < 9 و ترانهاده گرادیان :8 ها درنقطه 28 است. 


مثال ۱۰-۴ «قتباس از ص ۶۹۸ وینستون .1۹۹۴) 
ما ورن و۳ (۰ ۵ ,6۲22 + (۳۰ ۲ 2۲ < (ع) ت۳۳ 
گ 
اک را کر )وا وک رز 
۲-۰ < وپسا ۵ > , ۲ 
ابتدا با 11880 
:820061 


۲01۳2 ۱*۴) ۱-۲ ۰ (+ ۲*6۲ ۲-۵ ۰ (+۲ ۱+۵۲ ۲( 
۱+۲: 
۲ 2۱۷۲۵۶: 
)۵ 1۳66) 7۱(۶: 
)۵ 1۳66) 7۲(۶: 


90 
٩۱00 ۲ ۵ 


توجه کنید :۲۱۷,۲۵ و ۱۷,۲۵ ۲ تاه یک مطلب را می رسانند. 


۴۳ ۰ 2 ۲0080 ممتاناا۵و لقصصتامن) 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۷۹ 


۰ ۲ ۲ - ۵۵ 0۵016001۷۵ 
6 1600660 2 ۰2:۳۵ 
و موتت ۳ مر ۰« +_. 2۱ 
۸۵۱/۸۵۲۰۳۲۶ ,۰ 3 ۲ 
۰ +[ نتم ۱,۵۰۰ 3۳ 


راه دوم با استفاده از شرایط 1 : 
۰ (۲), ۷۱۷۵ (۲) ۷۱۷۵+( ۷ 
۰ [( 2,6 - ,۱,00 


,])0, - 8,۲ ([<۰ 


۳۹ 
102۰ 
شرایط 111 برای این مساله: 
۳۰۲ ۳۶۱ /۳ 
۱ ۱ ۳۳ ۲2 
() 2۰ +۳ +۳۰ ۲۲ 2۰ | ۲۷/۰ ۱ ]۱+ ۵ 12,۵۱4 
(۲). «ح +۵ بو 1 ۱ ۰ 
)۳( 2۰ ,۷1 ۱۱-۸ ی مس مرت بزت )1 
ار ور )1۷ ت-- 2۰ (, 10۱6۱۷۲۵-2 
 )۵(‏ 2۰( 1,)۱۷/۲۵-۲ ۱2۰ 
)1( 10,2۰ 10,2۰ 


102۰ ۷) 


۳۳ 


اگراز ۳ر. «ع() 5 5 0 برای نوشتن رابطه اول استفاده می‌کردیم: 
و و و 


۲۸۰ برنامه ریزی غیر خطی 


۳0( 2۰ (۰) ,۷+ (۷,۱+ ۳ +۳۰ - ۸ ی 

+ 
۳0( 2۰ ( ,0 ۵+14 ۵ ( و + 1 تک 
)۳( 2۰ ,11 ۱۰-۸ ( 2 + ِ 
)0( و 
9 2۰ ( ۲۵-۲ 10,6۱۷ 
000 ات 


البته اگر از تابع لاگرانژین هم یعنی از 
بت (/۵ ۷۵۵۱+( [< ر] 
زره و۳ +۵ 6۲2۲ ۲ (۲۰ و برع را 
و 


نسبت به ( 2۲وی 0) < ک گرادیان بگیریم 2 صفرقرار دهیم:۰ ۷ باز روابط ۱ 


(۲) و(۲) حاصل می شود. زیرا: 
ب8 چ ۲۱۷ و بر ۵۷+( ) زر ۷ < رگیر۷ 


+08 ار 09۱ ۳ 9 ,]0 
0۳۳ 0۳۱ 0 0۳0 
۸۰ ۳۲ ۳۰۰ ۲2 
7 ۵ ۲-۵۰۱4 1۲ متا ,08 + ,09 7 "0 سس رل ۷ 

0 0 0۳ 23 

۱۰-۱ ج ‌ 2 رخ 
5۲ : بل 5 ی 
0۳ 0۳۳ +0۳0 0۳0 


در کوشش برای حل دستگاه غیر خطی۷ رابطه‌ای فوق و یافتن ها , زا ها 
می‌توان ۴ حالت ۳ تم ,۷,۰ تمیز داده تا ببینیم چه نتیجه حاصل می شود: 


فصل ۴ برنامه ربزی غیرخطی با محدودبت ۲۳۸۱ 
امکان پذیر نیست0 <۱۰-۰+۰<- (۳) ۰< ,۷ ۸-۰ "۱ ۱ 
 )۳( 2۱۱-۱4 ۱ ۱‏ ۰۱< 1۷ 2۰ ۸ ) 1 
تع 11۳2 
2۰ 1۸ ج .<< ۱۰-۷ <ت (۳) 
2۵ ,۲ < () 
۵ 2 , 7ج (۲) 
4( جر ۱۰۸۵/۵۸/۲۵ 29 (2) 
جواب (۱۷/۲۵ ,۸/۷۵ ,۸/0)-3 است با ضرایب لاگرانژ ۱۰۷ (,,)< لا؛ 
مقدار تانغ هدف کر 7 برایر ۲۲۵/۲۲۵ هی باشد»: 
در حالت۰< 1(:<۰ ببینیم به چه نتیجه می رسیم 
0< ,۷ 0<( ۷ 
)1( 20 27 - ,1+ 27 
)2( 0< 45 - ,+ ,42 
0 < ,1 
)3( 0< 10+ ,۷+ ,10 
لاد وق 
رخ 2 
(5) 20 ,:- 17.25 


۵ معادله پنج مجهول ‏ 
5 875عرتد 85 


0 رها 10< را جد 20 45 ,+(4)8.75 
پایان مثال ۵ 
هشال ۳۱۱-۴ اقتباس از منک گورمیک:۱۹۸۲ص ۲۱۷) 
(ا 0( 6۲ ( ,ی 10 ۷ 
ِ 
کل 6 ( ,ی )8 


۲ کر 26 (رببلی )ع 


می تواند باشد یا خیر؟ 


۳۸۲ برنامه ریزی غیر خطی 


حل: 
نقطه شدنی است؟ بله چون درمحدودیت ها صدق می‌کند. شدنی است. 


۷ 6(+ ۱۷۵۱ ۲( 2۰ 


1 


تا و ۱ ی ۲2-6 
]0 , ۱ ]۲:0 ۱ ]۲ ۱ ]۲ ۱ - ۷۷ 
۱ 7 ِ ۱ ۲- ,۲۸ 
۲ 
۹ ۱ 0 ۳ 0 
ك ۰<| ,1+ و 
۳3 تا ۱ 1 ۲ 


۲۷ 

ورن ام اف راز مقادی غی ی لس آمدی له رالات 
در شرط های فوق که شرط های لازم بهینگی آند صدق می کند ویک جواب بهینه 
برای تابع با توجه به محدودیت ها می تواند باشد.پایان متال ۸ 

مثال ۱۲-۴(قتباس ازهلیه و لیبرمن:۱۹۶۸.ص ۵۷۶) 

مساله زیر را در نظر بگیرید 

۸: ۲ < ۸-۱۰2 + ۲2۲ + ۲ 
1 


۰ > 26 م20 + ۲۵۱ :0 
۰ 2 »2 ّ ۶ 2 2 


برای نوشتن شروط 161۲ نیاز به گرادیان دو تابع داریم: 


۰ ء د #- 

۱ ( < (1120 ۱ (۲۶ 
۱ ۲۳9 ِِ بر + ۲۵۶ ِ 
۱ ؟۳) < 00یا + ب) - ۲9۵ 


شروط 1 >[ : برای مساله کمینه سازی چنین است: 
۰۱۷۵۱۲۶ +() ۲۷ 


1 2] 
1: ]8 , )1 ([ ۰ ] < ۱1 
10 2۰ ] << 


5 _ِ 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۸۳ 


فعلا 2۰ ر را در نظر نمی گیریم. مساله یک محدودیت پیدا می کند. و لذا: 
مر + ۲۵۶ برع + ۸- 
۳ 
۱۰(۰ - بر 4 بر + 2۲۵ 
12۰ 
که مر ی مر ۲۵۳۱ 
برای حل دستگاه ۲ حالت جداگانه را برحسب 0 بررسی می کنیم: 
حالت : ۶ << 1 
و ح< هر لد ۸- 
0 جح لزع ۰ات 
۰ اک 26 2626 4 ۲۱ 


۰ << 1 
دستگاه جواب ندارد زیرا گرچه از معادله اول ۲ < ,7 واز از معادله دوم ک ۳ 
بدست می آید اما در رابطه سوم صدق نمی کند. 

حالت ۲: ۰ < 1 


<< (26۷ + 0۱ + مرگ ِ #۸ 
۲۶۶ + یا + ره + ۱۰- 
۰ ک 2 + بر + ۲۵2 
۰*۰ < 1 
اما این دستگاه ۲ معادله ۳ مجهولی غیرخطی براحتی حل نمی شود. 
لذا از شرایط مرتبه اول کاروش کان تاکر همواره راحت نیست نقاطی را که احتمال 
دارد بهینه باشند بدست آورد؛ اما بالعکس آن یعنی اگر بهینگی یک نقطه را بخواهیم 
بررسی کنیم راحت است(اقتباس از هلیه و لیبر من. ۱۹۶۸ص ۵۷۸) 
جواب مساله فوق با نرم افزار لینگو 
۱۱۱۱۱ و ۱ با ۶ 
آیا این جواب شرایط 1616۲ را ارضاء می کند؟ 
ابتدا ببینیم آیا ۱۰۲۸۷۱۹۸ < ۶ ۱.۲۱۹۷۹ 2 1 شدنی می باشد یعنی در 
۰ > + بواز + ۲۵۶ و۰ < هر , 2۰ ل#اصدق می کند؟ 
۰ ,۲۱۳۲۲۲۲۲۲2۹( ۵0)۱* ۲ حع 
صرح و ص2۳ 


۳۸۴ برنامه ریزی غیر خطی 


پس شدنی می باشد. 

برای یافتن ضریب لاگرانژ ۷ با قرار دادن ۱۰۲۸۷۱۹۸ 6 ۱.۲۱۹۷۹ < :2 
معادله دوم نتیجه می دهد ۰.۳۸۷۲ < .که مقداری غیرمنفی و لذا قابل قبول است 
معادله اول هم پس از قرار دادن مقادیر۱:۲۸۷۱۹ < ۱ ۱.۲۱۹۷۹ 2 ؟ همین 
نتیجه را می دهد ۰.۳۸۷۲ < ۷. پس شرایط ]کل ارضاء شده است. 

توجه: ۱.۲۸۷۱۹ > ۱.۲۱۹۷۹ < 3 یک مینیمم مطلق است زیراشرایط 
قضیه ۴-۴ که بعدأذ کرخواهد شده برقرار است پس یعتی چون برای ضریب لاگرائژ مقدار 
غیر منفی بدست آمد که در (3) ,۰۱۷۵ + (6) ۷۴ صدق می کند ودر زیر نشان 


1 
داده شده که تابع هدف و نابع محدودیت این مساله کمینه سازی محدب اند. لذا 
شرایط قضیه ۴-۴ که بعد از این خواهد آمد حکمفرماست پس :« :* مینیمم مطلق 
اثبات تحدب تابع هدف وتابع محدودبت مثال ۱۲-۴ 


همانطور که قبلاً در فصل ۱ (بخش ۲-۹-۱)در مبحث بررسی تحدب توابع دو متغیره 
دیدید تابع۲ متغیره (ر ,,) ]| که پیوسته و مشتقات درجه دوم داشته باشد 


محدب است اگر و فقط اگر بازای تمام مقادیر ممکن ی رشان هشیان: ان 
منفی نباشد: (0(<0 1077 )وم < 9 .هم چنین تابع ۲ متغیره محدب اکید خواهد بود 
0۳ 
اگر ۲(<0) ,60و < **باشد. در این مثال تابع هدف(7) محدب است زیرا 
0۳ 


1 
2 


0 ۱ : : 
2 0< رز «6(<48 , 10017 یر ( < (11)0 
1 


۱ 2۱ 
#محدب اکید است زیرا  (‏ ؟) - (0مالو 
۱ 88 88 078 ِ 
7 0 
ازاینرو نقطه ۱.۲۸۷۱۹ < 7 ۱.۲۱۹۷۹ < ۲ که در شروط ]161 صدق می‌کند 


0< ,۷ 0 <1-*ع4 <- 


طبق قضیه ۴-۴ که بعدا می‌آید برای اين مساله حتماً بهینه مطلق است. پایان مثال 1 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۸۵ 


شرطهای لازم مرتبه اول 11۲ در سایر حالات 
اگر متغیرهای مساله قید نامنفی داشته باشند و يا محدودیت ها هم به صورت 
تساوی و هم نامساوی باشد شرط های آکلک چه می شود؟ در ادامه به این سوال 


پرداخته شده است. 


۳-۲-۴ شرطهای لازم بهینگی مرتبه اول 167 برای مسائل ۱۱1۳ با محدودیت 


نامساوی وهای نا منفی 
(ر.) [< 2۶ ۳18 
.۱ < 7 () ,۵ 91 


۱۰ < [ یز که 


هر ماگ کسد سانت فو اک رسک یک نقطه بپینه باشد باید در 
محدودیت‌ها صدق کنک دض اتب وبا ۶ وبا 1 ...و < ذ ور وجود داشته 


باشند که درشرط های زیر صدق کنند(مرجع:ی ۵۷۶ هلیه و لیبر م۱۹۶۸ ص ۶۹۴ 


وینسنون ۱۹۹۴): 
5 1۳0 
شاج .+(00) رعش +( 000 ,۵۵ +۸۶۵0 1(۹ 
1 اح[ 
یات و «-[(8,6۲- رط] ,۷ 
+ ز 26 وبا( 
یا 
۳ یه رب ۳ 9 
۲ ر 02 12۱ ر ۵ 
یا 
ویرک( رش ا+..۰+(0) رتش +۸0 ] 
۰< 0 
4( 
ب.راع [ ۰< 2 
قیدها(ه 
( ۳ سب ص 
رد۳ 2+ 9 ر 12 معادلند 


۳۸۶ برنامه ریزی غیر خطی 


فمخْ ی ۰ ک ۳ 
_ برای بررسی شرایط فوق محدودیت های مسئله از نوع *باشند . 
- به جای [(۳) ,8 - ,] می‌توان متغیرهای کمبود محدودیت ام را گذاشت. 


به جای ۲([<۰) رو 0 1۷ می توان نوشت: 
گر 2 4 انگاه ۰ < (۲) ,9-8 واگر << لا انگاه ۰ (7) ,ی - ط. 


سا یمقر ول سور ار قرط یه رام وان 


 <۱ 

حذف نمود. 
۴-۲-۴شرطهای لازم 14141 در مسائل ۷1,۳ با محدودیت نامساوی و تساوی 

ذیلاً یک قضیه در مورد شرطهای لازم کاروش- کان تاکر برای یک مساله غیر خطی 
محدودیت دار با محدودیت های اعم از نامساوی و تساوی ذکر می گرددر بازارا و 
دیگران ۲۰۰۶۰ص ۰۲۰۵ مک کور میک»۱۹۸۳ص ۲۱۵ ): 
قضیه ۲-۴ 

فرض کنید؟ یک مجموعه غیرتهی در ۴ و ۲ جب ۳۲: , ۲ج :رو 
برای ...۷ 7 و م,..۱- ۶ ۲ج ۳: باشد.مساله زیر(۳) را در نظر بگیرید. 


مشتسستال ۳ 


10101۳01767 )۶( < 


2( 1 
99 
ای ۵ اک( 
ی .1 2۰ (26) ج] 
ع ۶ 

(برکنوه-06) کارا یک جواب شدنی مساله و [<(/):8: |< 7 بگیرید. فرض کنید که 
گرزع برای 2 ژ در نقطه ۶ مشتق پذیرند و نع ها ۶7 در نقطه 1 پیوسته‌اند. 
به علاوه فرض کنید (۷6,0برای 21 ز وس [ (0۳ ۷7۶ بطور خطی 
مستقل‌اندر یک چنین ۲ را گاه منظم یا 768017 نامند). حال اگر 1 جواب موضعی 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۸۷۷ 


برای مساله۴باشد آنگاه اعداد اسکالر منحصر به فره 6 ,4 و .۱۲:۰۰ ژ «رچنان 
وجود دارد که رابطه زیر برقرار است: 
۳/۵ 
۰ (۲) ,2:۷ 2 ۷۱۷۵۱۲ +(0۲ ۲ 
۱< [ 1 
]6 1 ۰< 10 


عقوم رهام الا تفه ها بیای. ار ی ی اش 
شرایط فوق برای این مساله (موسوم به شرطهای کاروش- کان تاکر را چنین 


می‌توان نوشت 
17 11 
(۲) 2۷ 2 +(0۲ ۰۷۱۷۵۱ +(6) ۲۷ 
۱< ژ ا< ز 
۱۰ << [ 2۰ [( ۲) ,ع - ,ط] ,1 
۱,۰۰1 < ] 2۰ 10 
پایان تن گا 
توجه کنید که 


-شرطی روی ضرایب لاگرانژ مربوط به محدودیت های تساوی وجود ندارد. 

-اولین شرط رو 2 شدنی بودن آ نوت یعنی در محدودیت ها باید صدق کند. 
-شرایط ]کل فوق برای یک مساله لا در حالتی است که ر رها قید غیر منفی بودن 
مطالعه کرد. 


7 1 
- صورت دیگر نوشتن ۷8,)۲(<۰ ,24 +() ,2,۷8 +() ۷۴ چنین 
۱< [ ا< 7 
است(از برت سکاس۱۹۹۹۰ ص ۲۱۰): 
,۷۲,۷۷ 


که در ی بآ تابع لاگرانژین مساله است: 


و < ر] 


۳۸۸ برنامه ریزی غیر خطی 


-مجدداً یاد آور می شود هر نقطه مثل 7 بطوریکه شروط مرتبه اول لک را ارضاء 
نمایدازجمله برای آن ضرائب لاگرانژوجود داشته باشد نقطه 1616 خوانده می‌شود. در 
ضمن اگر شرط منظم بودن(668۵۷0127107)درنقطه برقرارنباشد نمی‌توان ازاین قضیه 
استفاده کرد. 

موه یک قطه در شرا لک پگ ماه دق شین کید ایا انق تسه بو 


مطلق می تواند باشد؟ جواب در قضیه زیر داده شده است. 


قضیه ۴-۳ شرط کلی بودن نقطه مینیمم 
(کان تاکر ۱۹۵۱ به نقل ازمک کورمیک»۱۹۸۳ص۲۱۶) 
فرض کنید توابع ۳ در مجموعه 1۳ 2 ع ‏ به طور پیوسته مشتق پذیر 
باشتخ., ۹ یک مجموعه باز محدب و ]روی محدب» ۷۰۰1 < آ, ,و ها روی 
( مقعر و ۶ ها توابع خطی در 62 باشند اگر در مساله زیر( مک 
کورمیک»۱۹۸۲۰ ص ۲۰۷) 
(ری) < () ز ۸/۱7 


۲ 6 


هگ 
۱۰1 < ] 2۰ (6) ,8 
..۱< [ ۰< () ژ 


که در آن 62 یک مجموعه باز شامل ناحیه شدنی است؛ 
۹ یک نقطه شدنی باشد (یعنی در محدودیت ها صدق کند)و 


ضرایب طو-وااع< [ رو ([ ,۱,۲ ورهار )| 3 -< ع 7 ۰< ,14 


7 


ژ 


عاطمتامهتکنل ت«امجمتتممن ۱ 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۲۸۹ 


توجه کنید که به خاطر علامت نامساوی در <8,)08(2 شرط روی 5 مقعر بودن 


است ودررایطه.قبل از (۶) ۳۸,۸ منفی داریم؛ وال اکر 609۰ ۰ راید 


1 
محدب می بود" ودر رابطه, به جای علامت منفی قبل از (۲) ,2,۷۵ مثبت باید 
]> 1 
قضیه ۲-۴-۴ 


اگر در مساله کمینه (یا بيشینه )سازی زیر تابع محدب(یا مقعر ) و (۲) :8 محدب 


بت 
( ۲ ۱1/۵26 
گ 
۱,۲1 [ > ( ) 8 
2۰ ۲ 
آنگاه شرائط لازم >> کافی هم خواهند بود. 
پایان تن گا 
در برنامه ریزی خطی شروط لازم لک شروط کافی هم می باشند زیرا توابع 
شرایط قضیه ۱-۴-۴ را دارند. 
مثال ۱۲-۴ برای حالتی که در نقطه بهینه شرطهای > برقرار نمی باشد. 
الف( اقتباس از وینستون :۴۰۱۹٩ص‏ ۶۹۹). 


به طور ترسیمی بررسی کنید آیا نقطه (۱,۰) می‌تواند نقطه بهینه برای 


" الگوریتم های حل مسایل نا محدب محدودیت دار در ص 1۳۳-۶۳۷ (۱۹۳۳) هنطز ۱۷۷ 200 ۲۱۵016 
مورد بحث قرار گرفته است(ترساین» ۱۹۵۹6 ص ۳۰۹) 


(فبییی تبرقضيه او ۱ ویشتوی: ۱۹۹۳ 6۶8۵ 


۳۹۰ برنامه ریزی غیر خطی 


۰ <() [< 2 1018 
هآ" 
کت ( ۱-۲۱ 
وک زر 
۲ 
مرس 
باشد ؟ 
حل 
الف) شکل زیر تابع هدف را به ازای چند مقدار .2 در ناحیه شدنی نشان می دهد. 
1.1-<,7 7-5 (7,<0 
7-1 2-2 ۱ 


همانطور که شکل فوق نشان می دهد با شروع از 2۰ و کاهش آن تا ۱- 2 تابع 
هدف با ناحیه شدنی در نقطه 1 تماس دارد واگر 2 کمتر شود از ناحیه شدنی 


26, 2۰ 


4 + مق ۰ ۳ تک 21 ۳ ِ 
خارج می شود. پس کمترین مقدارتابع هدف برابر ۳ ۳ بهینه است. 
رال 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۵ 


ب) نقه ۳ شرط شدنی بودن را دارد. ببینیم آیا ضرایب لاگرانژ وجود دارد؟ 
نس 1 


شرایط لک را آنطور می نویسیم که در مساله قیود نامنفی را جدای از محدودیت ها 
در نظر می‌گیرد: 
شا ان سای بنن ۳۲۴ 

بِ دنه( 
۳2 ۲([<۰ ,6 - 0] ,۱ 


۳ ۵ ها ۳ 
۱ ۱ : 
1ب 


- 20 
۱ 
۲2] + 0 
۳( 2:01( <0 2۲)0( < 0 


با جایگذاری داریم: 


بک ۷ 0-2 ( 


رفراتهم بیط را امکان بت کحوآهد بخ لا انم گام شراب امه فآ این 
نقطه ضرایب لاگرانژ بدست نمی آید و شرایط لک برقرار نیست. 


۳۹ برنامه ریزی غیر خطی 


قابل ذکر است که اگر شرط های 1616۲ را مطابق زیر بنویسیم که قیود نامنفی را 
یک محدودیت به حساب می آورد باز ضریب لاگرانژزی وجود نخواهد داشت: 


۰ ( ۵۲ ۵۰۷+ ( )۵ ۱۷+ ( ۵6 ۱۱۷+( ۱۷ 
2۰ ( 1) ر 108 

۳و۱ 1 2۰ 10 

ک بد (رس)-عرو 


ک 8۲2۰۲ 


۳۲۶ و8 


ک ۰ ۳0۱-۲ ا- 
۱ ]۷:۵ )دهع ۱ ۱ ۲ ۱ | ۷ 
و ]هه له [ 1 ۷ [)-ج 


ج< 2۰ ( ۰۸۲ 8,۷۸۷ ۲۷۱۷+(۱۲ 8۶ ۷۷+( ۷ 


تحقیق کنید که آیا شرط استقلال ‏ 1 ۲۵۵ مندرج در قضیه اخیر بازای 


۱ 
زب است پا خیر. 
حل 


2 در محدودیت ۱و۲ به صورت تساوی صدق می کتد پس ( <- [] 
9 


۰ 


ظِ« 
ضرایب لاگرانژ وجود نداردزیرا ,(۷۵,)۲ در نقطه (- 7 به ازای 


2 21-1 مستقل خطی نیستند یعنی [- ( ,۲۵ و ]۲:۳ 


همخطند. زیرا به ازای هر +6»< 6 2۰ (6۲, ۰۷۵+( 7۲ با چون 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۹۳ 


ماتریس متشکل از ۲ بردار ( ۰۷۵,60۲( ۷8 یعنی ِ ]ماترسی مربع با 


۱ 
3 ()- جواب بهینه مساله است اما شرایط استفاده ازقضیه 


مربوط به شروط لازم نقاط 161 (قضیه ۲-۴) برقرار نیست. 

پس اگر شرایط کاروشکان- تاکر منجر به جواب نشود تمی‌توان نتیجه گرفت که 
مساله جواب ندارد؛ ممکن است جواب دا شته باشد. 

مثال ۱۴-۴ کاربردی از کنترل موجودی (ص ۲۸۸ ترساین,۱۹۹۴ ) 

اگر حداکثر فضای در اختیار از یک انبار 77۳ ۲۰۰۰ باشد؛ با استفاده از اطلاعات 
جدول زير مطلوبست محاسبه میزان بهینه سفارش در هر بار برای ۵ کالای داده شده. 
هزینه نگهداری هر واحد پولی کالا در انبر سالانه 1۳۰/۲۰ واحد پولی می باشد. 


0 فضای لازم رای ی 1 ۳ شماره 6۳ 
هزینه هر بار سفارش (به متر مکعب ) نیاز سال 
۱۰ ۱ ۳ 1-۰ ۱ 
۷۰ ۱/۵ ۱۰ ّ ۲ 
۱۰ ۰/۵ ۵ ۳:۰ ۳ 
۱۰ ۲ ۵ ۱۰۰ ۴ 
۱۰ ۱ ۱ ۱۸۰۰۰ ۵ 


حل: مدل مساله چنین اک 


10 _ رطرمع 
كت + )| < 7 1/5 
۲ ۵ 


۳۹۴ برنامه ریزی غیر خطی 


ی 


بدست آورده و در محدودیت ۲۰۰۰ > 20 قرر دهم صدق ِ 
حل با روش لاگرانژ: 
ضریب را با ۱ نشان ذاده وداریم: 
۳۲:0[ 00۲ 
3 [ بان 7 لت ۱ 1۳ طبر < ر[ 
گرفته و مساوی صفر قرار می‌دهیم. شروط 16 چنین می شود: 


رز 0) 


09 0 
200 00 
ش‌ط | كٍِِ_- 4 ب .۰ < ۲1۷۵0 ۷۵ ۰ < را ۷ 
شرط اول و 7 14 0 0 
000 300 
8 60۵ 
۶ |۳۲ 0۲- 
یا ۰ <- | ...| 1 1 ب 
۵ ۳۹ لو 
0 
شرط دوم 2 (روم < - 
شرط سوم طت 


حل ۵ معادله اول چنین نتیجه می دهد. 
تمرم (۲0۱۰(۶۰۰ (طز۲6_ 
۱ + (۱ * ۰.۲) ی ۲ ۲۷ + رط1 َ - 7 


پا ۰۳ 2 و (2/1:0 -۲۰۰۰)غیر صفر ۲ 
پا "۰ < او 2 ۲۰۰۰ - 250" 


ول وسوم منتفی است زیرا اگر لا صفرب ۲۵6+ 1۳ زً 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۹۵ 


دستورات ۷۲۸11/۸۳۶ برای محاسبه مجهول 1 : 
استفاده از دستور 12070 با نقطه شروع ۰/۱ برای یافتن جواب ۰ < ۲۰۰۰ - زازگ رز : 
(ا۵ ۲۰۱۰۶۰۰۲۲۲ و۲۰۰۰ ۳2۵00۵0 <د 
هر ۲۵۴۱ ۱۰۹۰۰/۲۱۰ *۹0۲۲)۲* ۱,۵ 
(۲۰۰۰(/)۰۲*۵+۲۳۵۴۲ ۲۵۹0۲۲۲۲۱۰۶۱+ ۵ ۲۵۰ +۲۴۰۰(/۰۲۴۵ ۲۲۱۰ )۰,۵0۲ 
(۱((,۰,۱ ۱+۲۵ ۱۸۰۰۰/۰۲۴ *۱*۹0۲)۲۱۰ + 
معادله ۰ -- 100 رز را حل وجواب ۰,۱۶۷۴- می دهد و ز۵0ها از 


4 ۶ 1۳ + ۲۵۶ 


فرشا مه ریپ ار ۷۸۱۱۱۵۱۵۱۹۳۵۳۱۱۷ تقو اهتی ند که در مخهودنت ی 


سوال آیا شرایط لازم 1616 می‌تواند کافی هم باشد. جواب در زیرداده شده است. 


شرایط کافی 16161 

در بحث پیش رو شرطهای کافی لک برای مسایل دارای محدودیت از نوع 
نامساوی و نیز از نوع همزمان نامساوی و تساوی ذکر می‌گردد. 
۵-۲-۴ شرابط کافی 10161 برای حالتی که محدودیتها از نوع نامساوی اند 
قضیه ۵-۳ 


فرض کنیدتوابع ۲ج 8۲: , ۲ج 2۲ ,و و26 یک مجموعه غیرتهی 


۱< رآ 


در "1۳ باشد و مساله۳ را به فرم زیر 


مس-(4] 

(رتیی2) ( (2۲) ز صنصط 
ِآ ۹ 

1 [ رلک ( ۲) رم 
۲ ع 2 


که درآن 2 یک مجموعه باز غیر تهی در ۳ است. 


۳۹۶ برنامه ریزی غیر خطی 


داده شده باشد اگر 3 یک جواب 116 باشذ و [<() ,8 | 2 آه مجموعه 5را 
ناحیه شدنی کاهش یفته‌ای" برای مساله بگیرید که محدودیتهای با ویژگی 
ار را قامل شم شوه 

الف) اگر یی ع-همسایگی به شعاع در فضای بعدی حول نقطه #۲ مثل 
را خی واه ای رح . آن. که ۶ دک :شلات ی 
(سودوکنوکس) روی 7,)(5 و 1 فب8 مشتق پذیر در نقطه ۴ بوده و شبه 
محدب(کوازیکنو کس) روی  61(‏ ۰<(),ع: 2 )2 ۷5)(), 2۷ آنگاه نقطه 
6 .یک هیتیمم, موضنعی برآی فساله: ط می‌ناشد: 

ب) اگر ] تابعی محدب گونه(سودوکنوکس) در نقطه 2و اگر نع ها برای ]2 ر 
مشتق پذیر و شبه محدب(کوازی کنوکس)در نقطه > باشند. نقطه 5 جواب 
بهین کلی ‏ برای مساله ۴ است. 

درحالت خاص اگربرقراری اين فرض محدود به همسایگی(),۷/ برای برخی 
اش نقظه: ک بق توص رای ماه مدید بایان کت 3 

یاد آوری: قضیه ۱-۴-۴ که در واقع برگرفته از قضیه فوق است بیان می کرد که 
اگر در مساله کمینه (بيشینه )سازی, تابع هدف محدب(مقعر )و توابع محدودیتها 
محدب باشند . آنگاه شرائط لازم 16161 کافی هم خواهند بود. 

پس اگر درمساله کمینه سازیء تابع هدف ونیز :8 ها در >( ۶) , و توابع 
متخذانی. بوذه ۵ قبط مقظم بودین را ارضاد کته آنگاه فظه رنه ک .حاضل 7 
شروط اک برای مساله. جواب بهینه است. به بیان دیگر در مساله کمینه سازی 
(0101600 با محدودیت های ,> () , ء (بدون وجود محدودیت تساوی). اگر ‏ محدب 
و (8:68ها نیز محدب باشند هر نقطه 5 که شرایط لازم بودن 16167 جهت بهینگی را 


دارا باشد بهینه خواهد بود. 


صمنوم: ماطنعدع؟ 0عماه 


لماع آمصتامن ۲ 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۹۷ 


-می‌توان نشان داد محدب بودن ( ()(20) ر6 ها باعث محدب بودن ناحیه شدنی 
یی گره تال تقو ۲ ان 12۹۵ 

-اگر مساله بیشینه سازی باشد (۶) 7 باید مقعرو(:0 > :9 )ها باید محدب باشند 
تا 7 جواب حاصل از شرایط 16161 جواب بهینه برای مساله باشد وینستون ,۱۹۹۴س ۶4۵ 

-همانطور که قبلا دیدید شرطهای لازم 16 در حالت وجود قیود غیرمنفی " < 
25 وعدم وجود آن کمی با هم فرق دارند. البته می‌توان در صورتی که متغیرهای 
غیرمنفی داشته باشیم با آنها نظیر یک محدودیت معمولی عمل کرد. واضح است برای 
این حالت هم می‌توان ابتدا جواب 16161 حاصل از شرایطی که متغیرهای اآزاد دارد را 


۶-۲-۴ شرایط کافی 1411 برای حالتی که محدودیت ها تساوی هم دارند 
قضیه ۶-۴ 
(ص ۲۰۷ بازاراو همکاران:۲۰۰۶) 
توابع 8ج ۶:۳ ,8ج ۳ رو, 8ج *1۳- ولا یک مجموعه غیرتهی 
تن دز 
در 1 را در نظر بگیرید. مساله را به فرم زیر 
مه 
() /۱۵10 
5 
۱ < 7 ۲(>۰) .8 
آر۱۲ ۶ ۰( 
۰ 2 1 
مدنظر قرار دهید. 1 یک جواب شدنی و (8,)(<۰ | )2 . و فرض کنید در این 
تقطه شرطهای. 1۲ برفرار باشده پستی مقادیر اسکال ۷۱ ۰ #بمرات ن ومقادیر اسکالر 
۶ تا جه مگ داری یه طوری که 
حِِ ِ 
2۰( /۷ز ۱ +(0۲ ۱۲۵۱+( ۲۷۶ 
دز 


۳۹۸ برنامه ریزی غیر خطی 


حال مجموعه های وک را به صورت ([۰ < ز9 :ز) < [و[۰ > ر7 :ز) < 16 تعریف 
به علاوه فرض می‌کنيم که تابع ۶ در نقطه ۲ سودوکانوکس و 8 در نقطه ۲ برای 
1 1 کوازی کانوکس و را در نقطه * برای 16 کوازی کانوکس و ره در 
نقطه ۲.برای 616 ؛ شبه مقعر(کوازی کان کیو)" باشد. 

فد انق صورت. ۲ ریات تفیق مطل ام مه اسی رات شا 3 
مفروضات تحدب عمومی روی توابع محدودیتها و تابع هدف محدود به همسایگی 
(6۳ع ۷ برای یک *< 6 برقرار باشد آنگاه نقطه ‏ یک مینیمم موضعی برای 
مساله ظ خواهد بود پایان ده 8 

یادآوری می شود که توابع خطی هم محدب محسوب می شوند و هم مقعر. در 
ضمن شرایط لازم و کافی 16161 از مرتبه دوم برای حالتی که مساله محدودیت نامساوی 
و تساوی دارد را می توانید در ص ۲۱۱ بازارا و همکاران(۲۰۰۶) مطالعه کنید. 


۷-۲-۴ شرایط کافی مرتبه دوم 16101 
ص ۲۱۳ بازارا و همکاران (۲۰۰۹) 

ذیلاً شرایط کافی ۲کآکلاز مرتبه دوم را برای حالتی که مساله محدودیت نامساوی 
دارد ذکر می شود شرایط کافی آکلکلاز مرتبه دوم را برای حالتی که مساله محدودیت 
تساوی دارد در ص ۲۱۳ بازارا و همکاران(۲۰۰۶) قابل مطالعه است. 


قضیه ۷-۴ 
مساله ۴ را مطابق زیر در نظر بگیرید(ص ۲۱۰ بازارا و همکاران ۲۰۰۶): 


(5 ع 2 :(۲)۵) ۱۲۰ :۲ 
۱ 6 6۲ ار.ر ار << (2)ناا ...۱ < ,۰ > 0:00 :1 < و 


آنگاه فرض کنید(ص ۳ بازارا و همکاران۲۰۰۶) ۶ یک مجموعه غیر تهی و توابع 
محدودیت ها و هدف ۲بار مشتق پذیرباشند؛ تابع لاگرانژین محدود شده به صورت زیر 


خواهد بود: 


0 ۵ 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۹۹ 


/ 
() دار 2 +(ع) رو +( ع ( ۵۲ ع (ع) ]1 


۳۳ 5 
در ضمن فرض کنید 7 یک نقطه 616 با ضرایب لاگرانژ تاو ۷ مربوط به محدودیتهای 
غیرتساوی و تساوی برای مساله ۴ باشد. حال ماتریس هشیان تابع لاگرانژین را با رو 
یا :۷ تا شین 

ال ) آگرهاتدیسن ۷۱ لا قیمة سيخ فقیت‌برای. کلیه. ع 2 باشد. ۲ یک 
مینمم مطلق «کلی) برای مساله ۳ خواهد بود در ضمن 

اگر برای یک دلتا همسایگی(7) حول نقطه ۶ با۰ < ۵ ,۷۲1 < ,]نیمه معین 
مثبت برای کلیه ٩0۷)(‏ 6 ۶ باشد 7 یک مینمم موضعی برای مساله ۳ خواهد بود. 

ب) اگر ماتریس (,۷۲1 < (17:,)7 معین مثبت باشد. 3 یک مینمم موضعی اکید 
برای مساله ۳ خواهد بود. پایان قضیه از ص ۲۱۲ بازارا(۲۰۰۶) گا 

پادآوری:(؟)ع۷/ - دلتا همسایگی نقطه 7 است که شامل تمام نقاط یک مجموعه 
است با فاصله ۰ < 8 از35. 


تموینات شرطهای 16161 
۱- درمساله زیراز شرط لازم مرتبه اول آکلکایک نقطه کاندید بهینه بودن را بدست 
آورید. آیا این نقطه در شرط لازم مرتبه دوم 161>1 هم صدق می کند؟ 
اه ۳1 
۳ ۲ بر .وک 
خوانیه. ۱۱ یاهع ۸ تشرط لام برخية ایل بدست:می زیفوف ظرط لاتم 
مرتبه دوم صدق می کند 
۲- از یک تکنیک بهینه سازی بی محدودیت برای یافتن یک نقطه 16161 جهت 
مساله زير استفاده کنید. 
ها ۲۲ ۲ ۳ 2< (۵) رظن 


٩1. - ۲۲ ۳۲۲ ۷ 


۳- چچه نقاطی در شرط بهینگی مرتبه اول برای مدل زیر صدق می کند؟ 


۳.۰ برنامه ریزی غیر خطی 


0 ۲ 

۷ ۲۵۱ 4 26 - 6 
۹.1. 

۱ بوز۷ 


راهثمای: تابع لاگرانژین(0 را نوشته ازآن نسبت به عگرادیان گرفته مساوی, صفر 
قرار دهید و دستگاه شامل »1 ۷ و محدودیت ها را حل کنید. 

۳- (ر,۲۰۰۹ ص۱۱۴ )یک تولید کننده نوعی یخچال کوچک را با هزینه ۶۰۰ هزار 
تومان تولید و در محموله های حداقل ۱۰۰تاپی به عمده فروش عرضه می کند. اگر 
عمده فروش ۱۰۰ دستگاه بخرد قیمت ۸۰۰ هزار تومان است. اگر بیش از ۱۰۰ دستگاه 
بخرد هر دستگاهی که مازاد بر ۱۰۰ بخرد از قرار هر دستگاه ۸۱۰ تخفیف می گیرد. 
تعداد فروش را طوری تعیین کنید که سود سازنده ماکزیمم شود. 


۵نقاط 161۲و ضرایب لاگرانة مربوط به مساله زیر را بدست آورید 


6۲ - مر - مر < () 17002 
را 
> ۵ ۱ 
فیح اب مه از ار 
۰> ۱+ زانط 
> ۲+ ۳۱۰ 
> 3 7 کاظ 


جوآنب: 


۳-۴ شرطهای فریتز جان(.[.۲) ابرای بهینگی مسائل برنامه ریزی غیرخطی 
ذیلاً به شرط های موسوم به شرط های فریترجان ([۳)که در تعیین بهینگی جواب 

در مسائل غیرخطی کاربرد دارد پرداخته می شود. این شرطها گاه لازمند و گاه کافی 

ودر آنها از گرادیان استفاده شده است. فریترجان در۱۹۴۸ شرطهای لازم بهینگی برای 


حول ز۱۳ 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳ 


مسائل محدودیت دار از نوع نامساوی(بدون محدودیت تساوی) را بیان نموده که در آن 
از مشتق‌های جزئی مرتبه اول استفاده می‌شود. ولی (بررتسکاس ۱۱۹۹۰ ص‌‌ ۷شرط 
منظم بودن(6821127107) را لازم ندارد. بدیهی است که نقاط ارضاء کننده شرط های [۳۲ 
از حل دستگاه شامل این شرط ها و محدودیت ها به دست می آید. شایان ذکر است 
که شرطهای جان توسط مالگا ساریان و فروموبتر برای مسائل شامل محدودیت تساوی 
9 نامساوی بسط داده شده است. 

4 ۰ هُ تک ۳ ۶ ی ۱ 
۱-۳-۴ شرطهای لازم فریتز جان برای بهینگی در مسائل بامحدودیت نامساوی 
قضیه ۷-۴ 

فرض کنید توابع ۲ب ۳]: 7 , ۲ب 2/۳ رو و 2۶ یک مجموعه باز 
غیرتهی در "18 وبرای   <-.--:1‏ باشد. حال مساله را در نظر بگیرید. 
(2) 7 ۳010 
ک 
۰1 < ] ۰> ( )۵ 
> 2 
فرض کنید 5 یک جواب شدنی و (< (05) ,8 | ف)< 1. به‌علاوه فرض کنید که 
اگر # یک مینیمم موضعی مساله۳ باشد آنگاه اعداد اسکالر ولاف 21 ,26 وجود 
دارد که 
2۰( ,۱۷۵ +(60) ۸۲ 


]2 1 
][ع ‏ 2۰ او 1۷ 
(0,) ع ( , 0.,۷۸) 
که در آن ( 1 | ,0 < ,. 


" بازاراو همکاران(۲۰۰7) ص ۱۸۳ برت سکاس(۱۹۹۹) ص ۳۱۷ 


۳.۲ برنامه ریزی غیر خطی 


محدودیت به صورت ۶ < ۲ + قایل پوشتی ات که ان هه یک هد تسیا 


1 
کوچک مثل 2<۰/۰۰۰۰۱ است ؛ به عبارت دیگر بردار غیرصفر راا,/1 که در شرطهای 
فوق صدق می کند وجود دارد تا 2 بتواند مینیمم موضعی باشد برای مساله ۲ 
به علاوه اگر زع ها برای ۶1 3 در نقطه ۲ مشتق پذیر باشند شرطهای فوق را 
می‌توان به صورت معادل زیر نوشت: 
,6+۷۵ ۷ 1۷ 
< 1 
۱ 7 2۰ (6) ,8 ۱۷ 
۹ 2۰ لاو 1 
(0وه) ‏ زر پر .ای 1,0) 
عناصر ۰۰۰:+۷.:/4,:/4,:/4 همزمان صفرنیستند. پایان در 8 
پس باید بردار غیر صفر 0 (...,,آ,,,.20) را یافت که در شرایط فوق صدق 
کند(- برقراری شرطهای [۲) تا 1 بتواند مینیمم موضعی باشد. در این جا نیز به 
,۸ ها گاه ضرائب لاگرانژ می‌گویند. 
مثال ۱۵-۴: 
الف) مطلوبست حل ترسیمی مساله زیر 
ب)آیا شرایط 3 در نقطه (۲۱) < ۲ برقراراست ؟ ج) آیا شرایط 1616 در نقطه 
۲,۱(۲) < 7 برقرار است ؟ د) (۰,۰) < 2 شرایط [۳ را دارد؟ 
(۲- ,)+ (۳- 0 < 2 1۳018 
5 
۵ > + بر 
ء > ۲۲ + 2 
مک رس 


دک رس 


ِ ۲ ۲ 
" برا ساس پیشنهاد آقای دکتر امین زاده برنده مدال طلای المپیاد ریاضی :۰ < ۷۱+ 7 


1 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۰۳ 


حل الف) 
با قرار دادن 
۲ج دعر و 2 
۲ 2 8 2 و 
حل ترسیمی در شکل زیر انجام شده است(شکل ص۱۸۴ بازاراو همکاران»۲۰۰۶)و 
جواب "(۲,۱) < 1 با ۲ < *2 است. 
13 


20 ( )روج احیه شدنی 


اه » ( 0 


لاح 


)وق 


)0.0( )5.0( 


حل ب) 


(۲,۱) < در محدودیت ها صدق می کند پس شدنی است و توجه کنید که 


تنها به ازای (1</۱۲, <(80 لذا ضرائب لاگرانژ متناظر با 8,8 صفرند. 


۳ ‌ 1( ۳ ۲( 
بیا ار باه ۳ 
3 


باید یک بردار غیرصفر (ااوا 0۷ را چنان بیابیم که 


۳.۴ برنامه ریزی غیر خطی 


۰ ۱ 3 - 
)۳ ]سره رو بر +( ۰۲7 
۰ ۲ ۲ - ز 


دستگاه شامل ۲معادله خطی ۳ مجهولی است 9 مقادیر بای برحسب ۸ چنین است: 
۲ 7 
۸ < ی ۸ .<< 1/0 
ی ۱ ۳۹ 


برای هر مقدار مثبت برای .دا شرایط 7۲ ارضاء می‌شود. 
ج)بررسی شرایط 161 برای نقطه  <6۶((‏ . 


۲ آیا ۲:0 ۲ مستقلند؟ 


۶ ۱ 

آیا دستگاه 

۲۷ 60+ ۸۱۷۵, (2۰ 
1 <۱ 

بح  -۵(‏ بر( ۷00 
2۰ (6- ,۲2۲ + 10,0۲ 
1۳,۰ 

جواب دارد؟ 


۱ 4 ۳ ۱ ۲ 
بله به ازای (۲,۱)< ۲ دستگاه ۰ < 9 و .< 2 را نتیجه می دهد. 


۲ ‌ 
پس شرایط 16161 برای اين نقطه برقرار است به عبارت دیگر |, 5( 


همکاران ۲۰۰۶۰ص ۱۸۵) 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودبت ۳.۵ 


2 
مثال ۱۶-۴: آیا در مساله زیر نقطه 2 ای شرانظ ۲۲ اسخ؟ 


کر + 1 02 ۸/۱ 
93 > + بر ی 
0 > ر ۲ - 0 > ۲ - 4 > رد +۲ 
حل 
ابتدا شدنی بودن بررسی می‌شود: در رابطه اول صدق نمی کند. بررسی دیگر شرایط 
لازم نیست. نقطه. حایو شرایط 1 نیست. بابان معا ۸ 
مثال ۱۷-۳: مک کورسک: (۱۹/۲اصی ۲۱۳ 
مطلوبسنت حل ترسیمی مساله زیر - 
2-۰ 2۶ 10110 
5 
مک ۲+ ( ۲ (),و 
۰ک ۲ < ( 8,۲ 


8) ( < > 
10118 ۶ 2-2 


ی 
دک + ۶-0( ).8 
۰ 2 < ).8 


اک << ( )8 


2۰( )ي 


0۷ 0۴ 9۵1۳661160 
و ۱ 


۳۰۶ برنامه ریزی غیر خطی 


0 
تچ به لد میم میم 2 در له أ[ - ۲ اتفاق می‌افتد. 


۸ 


۲ 


][ 5 


ند ,2۸۱۷۵ +( ۷ 


> [ 2۰ لاو 10 
(0:) ۶ ( , 00.,۷) 


ده ۳ 
اس تا 

۱ 

ی 


قضیه شرطهای فریتز جان بیان می‌کند اعداد اسکالر :۷:۸ که همگی صفر نیستند 
باید وجود داشته باشد که 


زر بر 
[۱۲)-1 


2۰( ,۷۱۷۵+( ۷۷۵۲+( ۵ ۱۷ 
رن 
۰ ِ- ۱ ۰ 


پس ضرایب طوری می‌باشند که 0,2۰ , (0.,۷,<۷۳) همزمان نباید صفر باشد. بازای 
کلیه مقادیری که برای ۷,۷۲ در رابطه 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳.۷ 


[ع 7 2۰ ,1۸,۸ 


(0:) < (,۷,.) 
۷ ۳ / ۰ ۱ ۴ 
برقرار باشد شروط لازم فریتز جان در نقطه ۱ < 7 ارضاء می‌شود ؛ به بیان دیگر 
مشاهده می‌کنیم وجود دارد *<بلا, 0/<۰< بلا< ۷۷ که به ازای آنها شروط لازم 


1 ۱ ۱ 


۱ 3 
سی| )- کیت میم تیان بل ۸ 


است که در شرایط 16۲ صدق نکند ولی شرایط ۳1 را ارضاء کند. 


مثال ۱۸-۴: (۴:۲,۱۱ص۱۸۶بازارا و همکاران۲۰۰۶) 


مطلوبست حل ترسیمی مدل زير و درضمن یافتن نقطه ای به طریق جبری که در 
شرابط ۲1 صذق.می کند: 


26۱ - 7 ]۷] 
.1 
۰ > ۱ - ۷ + ۱ :0۱ 
که 2 :0۲ 


حل ترسیمی در شکل زیر دیده می شود 


تقو اک روت .2 


۳۰۸ برنامه ریزی غیر خطی 


۷20 
8,)( 20 


چون تمام رو ها مشتق پذیرند پس شرایط فریتزجان طبق روابط آخر قضیه ۲-۷ 
چنین می تواند نوشته شود. 


۲ 5 
۱:۷ )5( + ۰۷,۲۷۵ )5( 2۰ 


 <۲‏ 2۰ () رم هه 
۰ او 10 
(0:) < ( ,۱۸ ۷:۸) 


0 


۱۷۲۴ (۲ ۷۵ (۱ ۳ 3 . ِ 


این نتيجه را می دهد که باید ,24 ۳۸ 1 
شرط دوم 1۳ 

5 0,2, + ۲, -۱( 2۰ 
1۸ 8, )5( << 


10,6 ,( ۰ 


پس دستگاه معادلات شامل شرطهای ۳ چنین می شود: 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۹ 


۳0( << 1۷ 
(۲) «ع 3۱ )1۷ 
۳1 2۰ (, )1 
)( مک اس را 2 
)0( و 
)1( 3 
(۷ . (6:0) # (,۱0.:۷,,۸) 


برای حل دستگاه دستگاه چند حالت را در نظر می گیریم: 
تحقیق کنید حالت ۰ بلاو< ارآ 9 حالت و << ۸ غیر ممکن اند. << ۸ 9 
2*0 4 نیز قابل قبول نیست. می ماند۰<۰< ۷ : 


از روابطه ۱و ۶نتیجه می شود باید بش بات << ۸ آنگاه از روابط دوم و سوم: 
۱ ,۲ 2 
<< بر 


او 2 2۱ 202 1۲ 


نتیجه می شود 


۱ 
مساله باشد 
حل دستگاه فوق بالینگو: 


0۰2 

0۱ 

۱۱*۴) ۱+۲-۱(: 
۱01۲ *)۰7۲(2۰: 
۱+۲ -><۰: 

۲ <<: 
11۰2-۰۱ 


معادل رابطه۷ ۱ 
0 


۳ برنامه ریزی غیر خطی 


۱ 6]۲66) 
جواب: 
06( ۰2:۳ 
۰ ۷ ۳ 11۰ 
۰ ۳ ۳ 10/۱ 
۰ ۰ 1/۲ 
جم موی ۱ 5۱ 
وجم میم 3۲ 
پایان مثال ۸ 
بسط شرطهای فریتز جان([۲) 


شروط فریتز جان را مالگان ساریان و فرو موتیز برای مسائل شامل محدودیت 


۲-۳-۴ شرایط لازم فریتز جان برای بهینگی مسایل با محدودیت تساوی و نامساوی 
قضیه ۱۸-۴ 

فرض کنید مجموعه 26 یک مجموعه باز غیرتهی در ۳ و 2 : لو 
۱,1 7 ۲ج ۲]- ص ال ۳ ۸ 


حال مساله] را در زیردر نظر بگیرید. 
ظ م۳۳01 


010 7 )2( 

گ 

1 < ] ۰> (۲) ر8 
ماع ۰<() ره 
۲ 6 1 


" بازارا و دیگران(۲۰۰۶ )ص ۰۱۹۹ مک کور میک(۱۹۸۳) ص ۰۲۱۳ آوریل (۱۹۷۶)ص ۳۴ آوریل (۲۰۰۳) ص ۶۷ 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۱ 


فرض کنید 5 یک جواب شدنی و (< () ,8 | )2 . به‌علاوه فرض کنید :8 
برای هر > 1 در نقطه * پیوسته و نیز لزع برای له اد کشت نی نله 
ط ها برای موب در نقطه اه طور پیوسته مشتق پذیر باشند. اگر 5 یک 
مینیمم موضعی مساله‌ظ باشد آنگاه اعداد ول وه 2 1/9 ار ر وجود 
دارد که 


0 


۱۷۲ )6(+ ۱,۲۷۵, )(+ ۱۷ , ۷/۸, (2۰ 


ز ز 
1 2۰ او 0 
(0,0,) عج ( ۲, 6:۷ 
0 ...۳ ۲ ( آع | ۷ راا. 
(0,0,)ع ( ۲, را 00) به ات معنی است که ۲ راو ۷۸ همزمان صفر نیستند 
به علاوه اگر زع ها برای 7 ۶ و در نقطه 2 [ لذا اگر همه نع ها] مشتق پذیر 
باشندشروط فوق را می‌توان به صورت معادل زیر نوشت: 
/ 1 
2۰ () ۷۸( 2 +۷۵0 +(60) ۷ ۸ 
۱< [ ۱< 7 
.۱ ۷ 2۰ () ,8 10 
1 [ ۰ رای 10 
(۰:0,0) < ( ۲و9 ) 
که در آن لم وی لو (,رگار..ی64)- 3#: پایان تب گا 
(0,0,) ۶«( ۲واا, 04) یعنی این اسکالرها همزمان صفرنیستند. معادل آن محدودیت 
< + 10 ...+ 0۳+ 1 است که این شرط را ارضاء می کند. 
توجه کنید .4 وعناصر بردار 11 باید غیر منفی باشد ولی عناصر بردار ۷ می‌توانند 
متت» صقر با عفی بافشد‌عااني فصیه فوی در کاها مدای تعست گام مه اضهرت: گه 


هم دیده می‌شود. مساله ] را درزیر نظر بگیرید 


6صمتاصمهلنق «ادبمناهتلومی ۱ 


۳ برنامه ریزی غیر خطی 


ط صعهاوامر۳ 


۲0  )۵( 
(۴ 


1 << آ ۰> (2) رم 

۱( 2۰ () 3 
فرض کنید توابع آرزع هاو زتآها بطور پیوسته مشتق پذیر(مک کورمیک. ۱۹۸۲ ص ۲۱۳) 
در مجموعه باز ‌ِ (ناحیه شدنی) باشند اگر 2 مینیمم موضعی مساله ۳ باشد و 
(۱۲,..70< ,رک( ,8 | < انگاه مقادیر اسکالر », ( 1 ,,») ,(ب2..,2) که همه با 
هم صفر نیستند وجود داردکه 


2 
۷ )۲(+ ۱۲۷۵۱ )۲(+ 2۱۲۷۸, )۲( 2۰ 


ا< [ 1 
61 ۶ 2۰ ,4 و14 
۷( 1 ,,.) 


(«(ر بااب< بردار غیرصفر < عناصربا هم صفر نیستند. 
علاوه بر فرض‌های بالا اگر در نقطه 7 » ره برای ۶۶1 نیزمشتق پذیر باشد شرایط ۲۳ 
برای این مساله چنین خواهد بود 


۱ ۷ )( + ۳ )(+ ۷ )2( 2۰ 


۱< رآ 
۱۶ 3 2۰ () ,8 لا 
1 << 7 2۰ زا 1۷ 
(۰,0۵,0) ع< (2۸ وی 1) 
توجه کنید: 
- شروط فوق برای مسائل کمینه‌سازی محدودیت‌دار که در آن محدودیت از نوع 
۰ نداریم داده شده است. حالات خاص تر این قضیه درمراجعی نظیر بازارا و 
همکاران (۲۰۰۶) ص ۱۸۲ آمده است. 
- شروط 1 برای مسایل برنامه ریزی خطی(۴. شرایط کافی نیستند در حالی که 
شرایط ]1616 برای مسایل ۳ هم لازم و هم کافی اند «بازاراو همکاران»۲۰۰۶ ص ۱۸۹) 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۳ 


۴-۴روشهاو الگوریتم های حل مسایل جند متغیره غیر خطی محدودیت دار 


با جستجو در ادبیات بهینه سازی هیچ دسته بندی استانداردی از الگوریتم ها و 
روشهای حل مسایل غیر خطی بافرم کلی مساله ۳ مندرج در قضیه ۸-۴ دیده نشد. 
کتاب نوسدال و رایت" (۲۰۰۶) در ص ۴۲۲ بر همین نظر صحه می‌گذارد» اماذیلاً آنچه 
در ادبیات موضوع. قابل توجه یافت شد ذکر می شود. 

در یک تقسیم بندی کلی الگوریتم ها وروشهای های مورد استفاده در حل مسایل 
غیر خطی محدودیت داررا می توان به روشهای جستجوی مستقیم و روشهای گرادیانی 


تقسیم نمود (مجموعه مقالات کارگاه انستیتو آمار هندوستان ژانوبه-۲۲۰۱۵). 


روشهای جستجوی مستقیم 

روشهای جستجوی مستقیم از مشتق بهره نمی گیرند وکم‌کم در جهت همگراشدن 
به جواب گام برمی‌دارند و در مقابل اختلال موجود در توابع و محدودیت توانایی 
بیشتری دارند. خیلی از این الگوریتم ها تابع هدف و محدودیت ها را ادغام می کنند و 
در ضمن فقط بهینه موضعی را می یابند. نمونه اینها الگوریتمهای هیوربستیک زبرند: 

الگوریتم ژنتیک انیلینگ شبیه سازی شده" 

دمن ۲ 1 ۳ ۲ ۵ 

تکامل تفاضلی روش بهینه سازی ازدحام يا توده ذرات 
به این الگوریتم ها در این درس پرداخته نمی شود و گاه در درسی بنام رایانش نرم 
توضیح داده می شوند. 


روشها ی گرادیانی 
روشهای گرادیانی از مشتقات تابع «(گردایان و هشیان) استفاده می کنند. نمونه این 
الگوریتمها رویکردهای برنامه ریزی درجه دوم متوالی یادنباله ای(۹00۳), +روش 


اطوت/۷ ,۱066021 ۱ 
۰۱۵۹۱۰26۰1۳0 05://۷۷۷۷۷۷)ظ صم ۲ 
عصنلمعممم دنز ۲ 


ممتاسامظ امتامعم) زد 
ممتاه‌منصتام0 هگ مامتتوط ؟ 
موم ما۲۵ 0و0 عتفعمعیی عم آمتاممناوع 6‏ 


۳۹۴ برنامه ریزی غیر خطی 


ره شسش ضا ۳ و ۳ 
لاگرانژی فزوده وروش نقطه درونی ( برای غیر خطی ها) است. الگوریتمهای موسوم 
به امتداد شدنی را می توان جزو روشهای گرادیانی دانست. 

در یک گروه بندی دیگر کتاب نوسدال و رایت (۲۰۰۶) در فصل ۱۵ رویکردهای حل 
مسایل غیر خطی محدودیت دار را چنین فصل بندی نموده اند: 

الف)الگوریتم های حل مدل های غیرخطی کوادراتیک نظیر روشهای مجموعه 
ی ۱ ۳ 
فعال ۰ نقطه درونی و تصویر گرادیان ". 
کتاب مذکور علت دسته بندی مسایل کوادراتیک را به صورت جداگانه اهمیت آنها اعلام 
نموده است. 

ب) روشهای لاگرانژی فزوده و جریمه" یا 51۸17 
از مسایل بی محدودیت می پردازد. به عنوان متال اگر فقط محدودیت ها به صورت 
تساوی باشند بهینه کردن تابع زیر مد نظر قرار می گیرد. 


۵ بط + (0) 


که درآن ۰ < ۲ پارامتر با عنوان جریمه است. 

در این گروه تابع بی محدودیت حاصل از ادغام برای یک سری مقدار ! کمینه 
می شود تا جواب مساله محدودیت دار با دقت کافی بدست آید. 

شایان ذکراست درادبیات موضوع ٩171۷]‏ مخفف" تکنیک های کمینه سازی بدون 
ت یت یی ده تا نطیر که کف شم سایان را دبک سر فشایان رفن 
محدودیت تبدیل می‌کند (راردین۱۹۹۸۰ ص ۸۲۷). این تکنیکها نوعی از روش های 
ره اس و مانعت سیسات که ۶۰۲ امه انته: 

ج) روش های برنامه ریزی درجه دوم متوالی يا دنباله ای( 501) 


صمنع صمتوفض؟ 0متصمجصع برع 

۲۱8۲۵۲۱۵۲ 001۴۴ ۵۵5 

۳۸۷ 6۱ 

۸۵ 6610۱ ز0۲0 2۳0160۲ ؟ 

٩ طاوصع0‎ 200 3080860160 ۱۵98۲2۳812 ۹ 


(8107۳۲1)عمتصطامع ]۰ مم)2۵تصصنص۲ ۱۷ 0عصتهتاو0عص] امتامعوع15 
و۷۵ عتتتهخاک بونلممع۲۳ 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۵ 


روش های برنامه ریزی درجه دوم دنباله ای یکی از موفق ترین روشها برای حل 
مسایل غیر خطی محدودیت دار بزرگ ی 
د) روشهای نقطه درونی 
این روشها بسط روشهای اولیه- ثانویه نقطه درونی" مورد استفاده در برنامه ریزی 
ریزی خطی است. 


در پایان این بخش مرجع چند روش حل مسایل محدودیت‌دار برنامه ریزی غیرخطی 


ذکر می شود: 
عنوان مرجع 
الگوریتم های جریمه ای و وی بازارا و همکاران(۲۰۰۶) ص ۳۷۰ 
۳ ۳ 3 1 
الگوریتم گرادیان تحویل يافته آوریل(۱۹۷۶) ص ۰۴۶۹ راردین( ۱۹۹۸) ص ۸۳۷ 
(توسعه سیمپلکس به برنامه ریزی غیر خطی 
با محدودیت های خطی) 
۲ ۳ ۵ ۲ 
زو نتوین سم مک کر میک(۷۹۸۳) خن ۳:۹ 


الکورنتم ها حذف متفیها 

ذیلا نوع خاص روشهای گرادیانی موسوم به الگوریتم حرکت در امتدادشدنی برای 
حل یک مساله برنامه ریزی غیر خطی شامل تابع هدف غیرخطی با محدودیت های 
خطی توضیح داده خواهد شد. 


۱ 


این متد ها در مراجعی مثل جزوه غیرخطی دانشگاه تهران. برتسکاس(۱۹۹۹) ص ۴۲۱ بازارا وهمکارا ن (۲۰۰۶)ص ۵۷۶ آمده است 


اصنمم-متمعاصا لمل- مین ۲ 
۵5 ممتامص ععت2ظ /ولقوع۳ ۲ 
مصطانمعله تصمنمین0 8600660 
5 :۸ امتندا * 


مصطانممعل۸ ممتاممتصناط! ماصمتیه ۷ ۲ 


۳۶ برنامه ریزی غیر خطی 


۱-۴۴ الگوریتم های حرکت در امتداد شدنی آبرای حل مساله برنامه ریزی غیر 
خطی محدودیت دار 

قبلا برای حل مسائل برنامه ریزی غیر خطی بی محدودیت از روش بیشترین کاهش 
(51) که یک نوع روش گرادیانی است صحبت به میان آمد. از جمله روشهایی که برای 
حل مسایل غیر خطی چند متغیره با محدودیت بکار می‌رود الگوریتم های موسوم به 
حرکت در امتداد شدنی( جهات موجه) است که تعمیم يافته روش«۳٩‏ اند 
(وینستون» ۱۹۹۴ ص ۷۱۶). محدودیت ها در برخی از این الگوریتم ها باید خطی و 
دربرخی می تواند خطی يا غیر خطی باشد. 
از جمله روشهای حرکت در امتداد شدنی عبارتست از 

روش فرانک ولف" 

روش زوتندیک " 

روش تن (بازاراو همکاران۲۰۰۶ ص )۵۸٩‏ 

روش 2 ص ۶۱۳ بازاراو همکاران(۲۰۰۶) برای تابع محدب در حضور 
محدودیتهای خطی 

روش تاپیکز و وینوت " (بازارا و همکاران»۲۰۰۶ ص ۵۶۱) 

در اینجا الگوریتم فرانک ولف و نیز روش زوتندیک تشریح می‌شود ولی قبل ازآن با 
مفهوم امتداد شدنی آشنا می شوید. 


۱-۱-۴-۴ تعریف امتداد شدنی 


ممنامع‌ترزظ ماطانممع۴ 

۲ ۳۲۵۵۱ 66 ۵ 

کازنل‌صعاد20 ۲ 

۵ جمنامء‌زمتم امعنلع 5 معومعز ؟ 
وصه2 ۶ ۵ م۱۷۵0 «عامصتک همم ٩‏ 
امه ۷ زع۰]0 ۱ 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۱۷ 


یک امتداد شدنی در نقطه شدنی ۰2۶ برداری مثل ۰< 1 می‌باشد که نقطه 
بیط زوا ام ۷  <‏ بانذانه کاقی کسک کدی باشد؟ جه عبارک 
دیگر یک مقدار۰< ۸ باندازه کافی کوچک بتواند گرفته شود که با حرکت در جهت 
۰ 4 از 5 هیچ محدودیتی نقض نشود ؛ به عبارت دیگرفورا" ناحیه شدنی ترک 
نشود. شکل ۱-۴ امتدادهای شدنی از آنقطه را برای یک مساله ۲ متغیره نشان می دهد. 
امتدادهای شدنی رسم شده از نقطه ای در مرز ناحیه شدنی یعنی به ازای آن نقطه. 
حداقل یک محدودیت تساوی آور(بایندیگ) است. 


1 


شکل ۲-۴ جهت حرکت در امتداد شدنی از ۲ نقطه 


تعر یف رباضی امتداد شدنی 
به طریق ریاضی بیان می شود که (رائو۲۰۰۹ ص ٩۵‏ 
جهت شدنی از نقطه شدنی ۶ مربوط به مساله زیر با سطوح به اندازه کافی نرم 
 )0۵(‏ ۲0 


2۷( ۸ 
2۱۰1 ] ۰ () رم 


جهتی منل 0 است که برای آن ۰ > :۳۷9 . اگر تابع محدودیت خطی و با مقعر باشد 


۳۸ برنامه ریزی غیر خطی 


همانطور که در شکل ۲-۴ ,0 دیده می شود ۰ > ز0۳۷9. 


0 < 4 ۱ 
0 < رنه نت 20 ,5 
۱ ۳3 20 وب 0 
/ 1 > 9 / 0 > ,ید 
/ناحیه دی 1 محد ودت خطی / ناجیه شدئی 
1 1 0 < ۶ 
۱ ادبه «اتر۸۵ 2 
0 < ره 109 ی 
1 ۲ ۸۱۵125 
۳ ِ ۴ ۱۵ 
9 ۳ / 0 ۷ 
اف 1 ۱ 
ب۲8 ۲ و۸۶ ۶ ۲۵ 
> ۴ ۵۲ 
() » 


(م)) 


۷3 
۵۱۱۵۱۶ 221 / 


۱2 0" 


شکل ۳-۴ جهت شدنی 0 (رائو,۲۰۰۹ ص )٩۶‏ 


یاد آوری می‌گردد هر بردار 0 که در ۰ > 0*79:60 صدق کند یک جهت کاهشی از 
۶ است.. 
در محدودیتهای تساوی اگر. < 0۳۷ آنگاه 0 جهت شدنی محسوب می‌شود 
(رائو۲۰۰۶ ص ۱۸۰). 
حالت خاص:,7 واقع بر0 < ():و باشد 
اگر زو در نقطه شدنی »2 ۰ تساوی آور ( 0104108 )باشد مطلب زیر هم جالب 
توجه است 
بسط تیلور :9 حول نقطه 2 
۰۰۰+ 0-0 )۷ + )زو ع (۲)رو 


فصل ۴ برنامه ربزی غیرخطی با محدودبت ۳۹ 
(,2 - 2) (۷9:۲ + )رو < (9:)0 
حال فرض کنید محدودیت به شکل ۰ > (9:)0 و ():9 در نقطه شدنی ۰ 
تساوی آور ( عطن‌عن )باشد یعنی ۰ 2 (,26):و. اگر نقطه ۸4 ۲ بکا2 ربکا 
بخواهد شدنی باشد باید در محدودیت ها صدق کند یعنی ۰ > ( ۱بع9:)2۴ پس چون 
۰ < ():9 نتیجه می‌شود: 


۰ > 1 ,)و۷ جد ۰ > (2 - 2 + (6)ز۷9 + ۰ 2 ( «بیرل)ازق 


سس 
۱۰ < ۱ ۰ > () :0۳۷0 


۳/۸ امتداد شدنی از نقطه 26 واقع پرمنحنی ۰ < (9:)۲ 


لذا اگرمحدودیتها به شکل ۰ > ():9 باشند امتداد شدنی از نقطه شدنی 2 واقع 
بر ۰ < (9:)6؛ برداری مثل  <۰‏ است که در رابطه فوق صدق کند. 


۲-۱-۴-۴ اساس الکوریتمهای حرکت در امتداد شدنی 

چون راه‌های زیادی برای انتخاب امتداد شدنی مناسب جهت حل مسائل وجوددارد 
لذا الگوریتم های حرکت در امتداد شدنی مختلفند. در الگوریتمهای حرکت در امتداد 
شدنی که برای حل۳] محدودیت دار بکار می رود( وینستون» ۱۹۹۴ ص ۷۱۶) از یک 
نقطه شدنی آغاز و دنباله ای از نقار [ 9 تانق فر تنم ففن: 

۷ ۲ 2۷ < بیر2 
کقکن ان ۰< ,2 اندازه گام است و جهت حرکت از ثِ است؛ که طبق تعریف اگر 
۰> 4 () ۷ با 5(>۰) ۷ یک جهت کاهش یا نزول هم می باشد. 
دو حالت در نظر می گیریم 

0 اگر * زینی نباشد 
اندازه گام چنان انتخاب می‌ شود که 
الف) 24 لا شدنی باقی بماند(ناحیه شدنی ۲ ع ,2*4 + تاو 


ب) مقدار تابع در آن بهتر از مقدار تابع در , » باشد(بازارا و دیگران۲۰۰۶ ص ۵۲۷ ). 


۳۳۰ برنامه ریزی غیر خطی 


۲ اگر م۶ زینی باشد. روش متوقف می‌شود یعنی ,2 ,ب. بطور معادل - 4 
بعد از یافتن ,4 برای یافتن ۸ یک مساله بهینه سازی یک متغیره باید حل شود. 
جواب در اینگونه روشها غالباً نزدیک به جوابهای 16167 وگاه ۳ می‌شود. در ادامه یک 


الگوریتم حرکت در امتدادشدنی توضیح داده می‌شود. 


۲-۴-۴ الگوریتم حرکت در امتداد ندنی فرانک و لف برای ۱۷1۳ با محدودیت خطی 
ذیلا با ذکر یک مقال ید توضیح روش حخرکت در امتداه.شدنی. ارائه: شدهذر ۱۹۵۶ 
توسط فرانک ولف (تعمیم يافته متدلآ) ) می پردازيم. 
فرض کنید می خواهیم مساله غیر خطی * به شرح زیررا حل کنیم (وینستون.۱۹۹۴ 
۱ اصفال ۱۹۷۳۰ ی ۱۳۴۲ 
تب تال ۳2 
(۶) 7< ۳۱1/2۲۶ 


5٩1۰. ۸۱ > 
> < ۰ 


که کر ان 

( رد.2 

۸ یک ماتریس 7 * 7 است 
9 یک بردار 77*۱ 


تابع مشتق پذیر مقعر در بيشینه سازی یا تابع مشتق پذیر محدب در کمینه سازی 


۱-۲-۴-۴ یافتن جواب شدنی 
در شروع الگوریتم یک جواب شدنی اولیه (150) که محدودیت‌های > ۸ را ارضاء 
کند باید پیدا کنیم. گاه از جمله مواردی که طرف راست نامعادلات محدودیتها منفی 
هم دارد این جواب نقطه ای مثل مبدا نیست که براحتی یافت شود. ما با استفاده از 
روش ۷1 بزرگ یا سیمپلکس‌دو مرحله ای(۲ فاز) اینکار ممکن است قابل انجام باشد 


(وینستون ۹۹۴۰ ۱اص ۷۱۶ وینستون,۰۰۴ اص 6۶۹۳ . 


اصهعوع1 تصعنه0 ۱ 


پراش یادآوری این ۲ متد به جزوه تحقیق در عملیات [ حمید بازرگان دراینترنت مراجعه می‌توان نمود 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳ 


مثال ۱۹-۴: مطلوبست یک جواب شدنی برای 


۸۷:۶۰ 2 < ۲۲ + ۲ - ۳۲۱ - ۵۷ 
1. 

۳۲ + بر‎ > ٩ 

4 < بر۲ + م۴ 

26, 2۲ 2< ۰ 


شدنی برای مساله فوق نیز می باشد زیرا جواب مساله زبریک شرطش اینست که 
درمحدودیت ها صدق کند. 
یافتن جواب شدنی با روش 1۷ بزرگ " 
خطی دارد. محدودیت را به صورت تساوی شامل متغیر های مصنوعی(؟) در می آوریم 
و همراه با یک تابع هدف به صورت ۰۰۰+ ,۷ + ,1 حل می کنیم: 

]۷ 0 ۶ < ۰2 + ۰2 + ۷ 

1. 
۳ < 1 


جح ید روت 1 
۰ 2 بر گر 2 


جدول اول(رضریب متغیر های پایه در تابع هدف صفر است): 


" اقتباس از مهرگان,محمد رضاء۱۳۷۴ پژوهش عملیاتی» نشر کتاب دانشگاهی 


"۳۳ برنامه ریزی غیر خطی 


سطر ,7 ۱ ۰ ۷- ۰ ۰ ۰ ۹ ۱ 
محدودیت اول ۱ ۳۱ ۷۵ |۰۷ ۱ ۱ ۷/۳۵ 1 1 5۱ 


۱-۵ 


ص 


محدودیت دوم ۱ ۱ ۱ ۰/۳۵ 


2۱ ۰ ۰/۷۵ ۱ ۰ 


در سطر تابع هدف این جدول از مساله کمینه سازی ضریب با مقدار مثبت نداریم. 


اگر با قراردادن ِ ۰ مساله را با نرم افزار لینگو حل کنیم. جواب 
,۱ 2 (گزرره < ۲ بدست می آید.: 

۳011-۱۰۰۰۰۰۵ 

و 6 فریتز۱ 


00 

۱ ۰ 26 10090 مملاتاآ0ز تام 

من دوه 9 

2-6 ۱ ۲601660 6 

موه( هن نو ۵ 
]هن موه وا ۱ 
مب نی مان ۲ 
1 ۳ ۱ 


له موه هه موه 5 


فصل ۴ برنامه ربزی غیرخطی با محدودیت ۳۳۳ 


یافتن جواب شدنی اولیه با فاز اول روش ۲ فاز سیمپلکس 
تا کت پا یه ییا یاهع ی سناسا وا 


روش آفاز سیمپلکس باید مساله زير را حل کنیم 
ان و ند ۷ :7 
٩.1.‏ 
1 < رگ ۲ ۲2۵ ۲ ۳26 
جح برد روت و 
2۰ بر هروک 2,21۲ 


5 ص 


۱ 7 ۱ ۲ 1 5 1۴ 
۱ ۱ ۱ ۱ 


کتک 


1۲ : 


با عملیات گاس جردن بایدضریب متغیر های پایه در تابع هدف صفر شود: 


جدول اول 


9 


محدودیت دوم 


سطر ۷۷ 1 | 2۵ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱ 
محدودیت اول ۳ |۰۸۷۵ | ۰/۷۵ ۱۱ | ۱۲۵ ]۰ ۱ 5 


محد‌ودیت دوم ۰/۳6۵ 0۵/"- ۰ ۰/۳6۵ ۱ 


۳۳۴ برنامه ریزی غیر خطی 


در سطر تابع هدف ضریب با مقدار مثبت نداریم. جدول پایان فاز اول است با 

۱ < ,۰ < 2.پس جواب شدنی اولیه برای مساله ۱1۳ داده شده در مثال ۱۹-۴ 
فد | ]- ۳ 

چنین است: ت ‏ . 


حل با نرم افزار لینگو : 


۳0111: 

۱و۲ 6 1 حروب ۳*۱ 

00 

۱ :0 2 ما0 ممتانآمو افصتاون 

هه موه ۵۵۵۰ 0۵016001۷۵ 

۸:۳ ۱ ۲۵0۱660 ۲ 

وا م۱۲ ۵ 
اه هن موه وا ۱ 
من ون یی 3۲ 
همان ۳ ۱ 


و له هه موه هل[ هن موه 5 


پایان متال ۸ 


۲-۲-۴-۴ مراحل روش فرانک ولف برای ساله غیرخطی با محدودیت خطی 
برای شروع حل یک مساله غیرخطی دارای محدودیت های صرفاً خطی با روش 
> 5 را ارضاء کند باید پیداکرد؛ سپس باید جهتی مثل ( ,.0,۰) < 8 یافت 


۱-وقتی از 20 در آن جهت حرکت می‌کنیم شدنی باقی بمانیم. 


تذکر : قابل نشان دادن است که 


- اگر مقدار حاصلضرب اسکالر ۰< 0,( ,)۷ و ما ازوتد به اندازه مقدار کم ۰< 2 
در جهت 0 کت کرفه تا یه لا پرمتم ۶ آفزاش می تایه 0 قرايق حالی,یق 
خی اد ای اس 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۲۵ 


اگر ۰ > 7۶0,۳0 و ما ازوتة به اندازه مقدار کم *< 2 در جهت » حرکت کنیم .7 
کاهش می‌یابد0 دراینجا یک جهت کاهشی است.پس هر چه ما در مساله کمینه سازی 
حاصلضرب (۷]0 را که مثفی است کمتر کنیم مقدار تابع کاهش بیشتری می پاید. 
برای توضیح توجه کنید طبق بسط تیلور 

۰( ۷۲6(0 + (0 ۲ 2 ۲00 <7 ؛ 
پس اگر مقدار تابع بخواهد در ۵+ .2 < .۲ از مقدارش در 20کمتر باشد بایدنامساوی 
زیر برقرار باشد( رائی ۱۹۹۶ ص۱۶۴ ). 

۰ ۷600۳۵ يا ۰ > (ملا- 66 *(۷۲0۵ < (,0؟ - (0؟ 


لذا با کم شدن م۷1 مقدار ثايغ کاهش هی بابد: 


۲-۲-۴-۴ انتخاب جهت حرکت 
عموماً از یک جواب شدنی اولیه م6ا(و یا نقاط بعدی ,اویلاو») جهات شدنی 
زیادی وجود دارد . قصد اینست که اگر مساله کمینه سازی است. جهت شدنی با 
۳۳ ۲ ۱ 2 ۲ 
بیشترین کاهش ممکن واگر بيشینه سازی است 
مج ۷ 5 ۲ ۲ 1 
جهت شدنی با بیشترین افزایش ممکن را بدست آورده و در آن جهت حرکت کنیم. 
اگرمساله۳ به صورت ()0101مشروط براک:۸ و۰ < «است) 
۵۵ ۳۷ 17 
اگر مساله۴ به صورت ()]:02مشروط برک:۸ و۰ < ۶ است) 
( )۷ 171026 


مشروط بر 


اصعهععل ماطانعوع1 امعممماو ۱ 
اصعهعه ماطنعدع امعمهعاو ۲ 


۳۶ برنامه ریزی غیر خطی 


ابر نک تالف پز نامه رشن کظی اتکی خاسضی اه را که رز 
(,)۷ یک بردار عددی است. یک تابع خطی ازعناصربرداره عنصری 4 است. 
جواب بهینه ,4 برای مساله (,۱/1۳7-0۷۲)6 یک جهت شدنی با بیشترین کاهش 
ممکن خواهد بود(آوریل ۲۰۰۳ ص ۷۵۷ و آوریل۱۹۷۶ ص ۴۴۴ ) و اگر گ برای 
مساله بيشینه سازی 4 ۲( ,)۷۸ - ۷۵7به دست آید یک جهت شدنی با 
بیشترین افزایش ممکن خواهد بود. 
سوال ۱: آیا حرکت ازنقطه .۶ درجهت ,6 - كِ مقدار تابع هدف را بهتر می کند؟ 
جواب:اگر ,۶ نقطه بهینه نباشد حرکت در این جهت باعث بهبود تابع هدف می شود 
توضیح: اگر جواب مساله فوق 0 باشد وهیچ نقطه دیگری ازجمله .۴ جواب بهینه آن 
برای مساله کمینه سازی ,(:۷۴6 > .( .)۷ يا ۰> (,- 6۵ ,( ,۷۲۵ 
برای مساله بیشینه سازی ,(:۷۲6۶< ۷),(6۸ يا ۰<(.- 60 ( ,)۷۲ 
نتیجه می‌گیریم که: 
مقدار کمی حرکت در جهت .7 1 مقدارتابع هدف را بهتر می‌کند. 
انتخاب گام حرکت در هر تکرار(ا وا .. ( 


نقطه جدید (,) را برابر مقدار زیر می‌گيريم. 
(,- )+ 2 ۲ 


۰ جواب بهینه 
٩ >] ۱‏ [(- .60+ ]1 12 اکر مساله ۴ بيشینه سازی است 


٩. >]‏ [(,2- ,)۲ +(:)]] 110 اگر مساله کمینه سازی است 
می‌توان نشان داد که در مساله اصلی ۳ 
)گر بیشینه سازی باشد (.*210(,) و حال اگر (.86< (,)1 پس 


,6 جواب بهینه مساله ۳ خواهد بود. 


فصل ۴ برنامه ربزی غیرخطی با محدودیت ۳۳۷ 
دک کته ان باشد 16,1 > ( 106 ف أگ (,)1)(<1 پس 0 


جواب بهینه مساله ۳ خواهد بود 
لذا اگر ۰ بهینه نباشد مقدار مرا کمترمی کند. 


سوال ۲:آیا (.- ,0).) + .<< 2 نقطه شدنی هم می‌باشد؟ 


برای مثبت بودن پاسخ بایدالف) 0اگ ,6 وب) ۰  <‏ 
الف) آیا 9 > ,۸ ؟ 
درا + ط(وا-1) ک رشما + رش (م)- )1‏ [( رک - ر)ا + رکش - رح 
5 > ,۸ ج- 
البته .0۷ هر ۲ در محدودیت ها صدق می‌کند و .) ضریبی بین صفر و یک است 
پس ترکیب محدب آنها نیز باید در محدودیت ها صدق می‌کرد. 
ب) آیا ۰< «؟ 


چون ۳ 2۰ 0 که ی 
0 2 4 + بت( -1) < ( بل - )وا + و۲ - کِ 


لذا ثابت شد که۰< 5 


حال از 6 در جهت ۷ )حرکت هم کفیم. کف کار آنن تک جواب بهینه مساله 


برنامه‌ریزی خطی زیراست 


0( )۷۲ 102 
ه51 
0 > ۸0 
0 <0 


۲ < 2 + 6 )0۷ - 2,( 


کف گر ان 


3 جواب بهینه مساله ۱ > > ۰ [(2۱ - 260۱ + 2*۱ می باشد. 


۳۳۸ برنامه ریزی غیر خطی 
می‌توان نشان داد ب16 شدنی و در مساله کمینه سازی۳ داریم(:)] > (و) [. 
اگر (بجج) ‏ ی (وع<) ‏ جواب مساله غیرخطی ۳ در بخش ۲-۳-۴ 11 خواهد بو۵. 


با ادامه این روش» جهت‌های رن 0 9 نقاط جد ید ۳ 


بدست آورده شود. توقف هنگامی صورت گیرد که (>0),ک) مساوی یا مقدارکمی با 
هم اختلاف داشته باشند: 
و 9 ر ۲ جواب بهینه مساله کمینه سازی۳ یعنی مسئله زیر است. 


10118 2۶ <[ )۶( 
8٩1.۸ > 
۰ 


البته ضوابط توقف دیگر هم از جمله (یبر)| <> ک »0 - (یب6)| یا 
> > || ۷۲۱/0 نیز ارائه شده است که در آنها » یک عدد حقیقی بسیار کوچک است 


۴-۲-۴-۴ خلاصه روش فرانک ولف" برای حل مسائل غیررخطی با تابع هدف مشتق پذیر 
پذیر و محدودیت ها ی خطی 
مراحل حل با الگوریتم فرانک ولف برای مساله زیر 
مس---(4 
(۶) [<- 2۶ 1010/02 
> 51.۸ 
2۰ ۲ 


که در آن 

۸ ماتریس 1*17 

0 بردار 17 عنصری 
گام آغازین 

یک جواب شدنی اولیه (250)مشخص نموده,یک مقدار کوچک ‏ انتخاب کرده. >1 
رابرابر یک قرار داده و به گام ۱ بروید. 


طاتنمعل۸ ۴۲۵۵۱-۱۷016 :۳۱۳ 0عصنامومی راتمعمن] ۲ 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۳۹ 


نقذار گزادیان تایع زررایدازای بل مخاسبهو) را جواب بهیته مساله وی قرار هقی 
»6 جواب بهینه مساله زیراست 
اگر مساله۳ کمینه سازی باشد 
م۵ 1۳۷ 17۳ 
اگر مساله ۲ بیشینه سازی باشد 
0 () ۷ 1710 


مشرو ط بر 
۰< 08 ,9 > 0 


گام ۲ انتخاب طول گام( 
جواب بهینه 
اک ماک ریت 10۳,10 7 اگر مساله ۲ پيشینه سازی است 
٩0. >>‏ (ی- ۱+ 171۳010 اگر مساله ۴ کمینه سازی 
است 
گام ۳ نقطه ,۴ را برابر زیر بگیرید: 
ب 0) ع ۲ 
اگر شرط توقف که در زیر می آید برقرار نبود 6 را برابر 1+۱ گرفته و به گام ۱ بروید. 
۵-۷-۴-۴ شرط توقف 
اک ری ۳ مساوش با کی با هو اختلاف شید باشیه مت کت شویدیر غیر 
اینصورت > را برابر ۱+ قرار داده وبه گام ۱ بروید. شایان ذکر است که ضوابط توقف با 
عبارات مختلف بیان می شود مثلا 
برطبق وینستون(۱۹۹۴) ص ۷۱۷: توقف الگوریتم در جایی باشد که 26۱-1 2 ز۴ و 
هم چنین اعلام می‌کند اگر (,)],(»1)0مساوی شدند _(6جواب بهینه مسئله آاست. 


۳۳۰ برنامه ریزی غیر خطی 


راویندران وبقید(۲۰۰۷) ص ۳۳۹ اعلام می‌کند که اگر ‏ > ||() | ۷ توقف کنید. 
هم چنین شرط توقف را با ۰ < 8 ۰6 < 6 مطابق زیر بیان می کند: 

اا(ببم۱0 6 > || 60 - (ربیب؟| ۶ ازریم || ۵ > | - برد 

گفتنی است که الگوریتم فرانک ولف از هرنقطه شدنی شروع شود به نقطه 111 
همگرایی می‌یابد واگر تابع محدب باشد می‌توان میزان بهبود باقیمانده را برآورد کرد؟ 
مثال برای الکوریتم حرکت در امتداد شدنی فرانک ولف درحل مساله با تابع هدف 
غیر خطی مشتق پذیر و محدودیت ها خطی 
مثال ۲۰-۴ «ص ۷۱۸-۷۱۷ وینستون ,۱۹۹۴) 

مطلوبست اعمال دو تکرار الگوریتم فرانک ولف روی مساله زیر با شروع از مبدا. 

۲ - ۲2۵۲ - بو" + 12 + ۲2 < (<,ن) ][ < 11102626 


.۹ 
1 
۲ > (ر) (:) 
ِ .۳ 2 
حل 
گام آغازین 
انتخاب نقطه شدنی 0 < .»و ۰< (.160برای شروع 
احک 
کام ۱ 
مر 0ج رز بت و۷ رو - و + ۲) < () ۷ 


برای حرکت از مبدا با حل مساله برنامه ریزی خطی زیر جهتی شدنی را می یابیم: 
0 
+ ,۶ [ ی( 6 102 


۲ 


۱ 2۷100720 به تقل از ۸۰۵۵۲ ۳6۷16۷۷/۵8 ۵۲1۵۰68۰۱0602۷16.600/001 2۱۵۱۱۷ 
۲ 2۷100720 به نقل از ۸۰۵۵۲ ۳6۷16۷۷/۵8 12۱6)۱۷۵118۰05.101602۷16.600/0۵1 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۳ 


جواب بهینه ۲ ۰ است: نب 0 
جهت حرکت 


گام ۲ نقطه بعد 

۳ )+ 0 ی (260 - 7 + 20 << 2۸11 
۲ - ۱۲ < (۲۶ < 7 ۰ < ]111027 
٩.1. ۰ > ۱‏ 
بای تلهم فان شرط های ی وی وه رها اف شک کرو 
اما می‌توان اين راه حل را هم آزمودکه ابتدا محدودیت را در نظر نگیریم و بگوییم چون 
مشتق تابع ۱۲۲-۸6۲ در نقطه ۰/۷۵< اتفاق می افتد واين نقطه در محدودیت 
م هر ۰( (ی)ع(ی) و 
1۲ 

گام ۱ حل مساله زیر: 
0( ۷ 11102 

5.1. ۸0 > 0, 12۰ 


۲ -- )۲ - و" + 1 + ۲۲ < () از 


۲۷ 
73 3 


0 << (2)] كِ ت 211 
(۰ ۷) < (۱/۵ ۱+ ۲۱/۵+۵-۰)< (۲۷۲ 


پس برای تعیین جهت بعدی یعنی 7 باید مساله زیر را حل کنیم 


"۳ برنامه ریزی غیر خطی 


1۱ 
102 2 2 ۷۲) (۳ 2۷ ۳ 


77102 ۷۱ 1 ۲ 
1.1. 
0۱ + ۲ ۲ 


1۱ 
۰< 0 
رن 


جواب این مساله () > 47 است. 


حال 
گام ۲ 
۳۹ ۹ ۲ ۱ 
مب ] < ۳ ۴ )+ ] < (۸ - ,00 + ۸ < ,۲ 
9 


جواب مساله بیشینه سازی زیر می باشد. 
۲ - ۱۴6 + ۴.۵ < ((۲۱ - ,600 + )17۵2 


۱ > ]1 > ۰ 
۴ 
چون مشتة تابع ۵1 ۱/۸ ۱۴۳ + ۴.۵ ت (6) در نقطه ۳ 5 3 صفر هی شود 
مسق شوم مفرا ین نقطه ای استه ,وان تقظه کی اه ودست صقاق ام کت عم 
۱۴ 
خر یبا 
۳۷ 1 ۲۸ 
ش ب۲1 
ِ - ۲ ۲ ت 2۲ 
17 ۲ 
۵ (ج - ۸ )- 1 
رب ۳ (1)262 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت سم 


۵ -< (067)]و ۴.۵ < (,06)] با هم برابر نیستند باید ادامه وبا قرار دادن 
۱-۳ +1621 به گام ۱ برویم 
۲حکز 
هی یی کف 
این الگوریتم جواب بهینه برابر (ر) < ۳« با ۸.۱۷ < *7 را می دهد(وینستون, 
۴ ص ۷۱۸ 


هواس ال ای ما نم ی ۱۶ ۳ میهد 


تمرینات روش حرکت در امتداد شدنی فرانک-ولف 
۱- مطلوبست حل مساله زیر با روش فرانک-ولف 
۲ ۲ ۱ ص۷( 
تّ 
و ۹ ۱ 


۰ 


۲- مطلوبست حل مساله زیر با روش فرانک-ولف 
(۲ )+ (- 06 ص1۷1 
.۹ 
مک ۲۲ 
اک ۲ ۲۲ ۳۲ 
۰ 6 6 


۲- مطلوبست حل مساله زیر با روش فرانک-ولف با نقطه اولیه (۰ ۲ ). 
۳۷+ .]۷[ 


۹. 
۲ + ۳۷ > 


۳۳۴ برنامه ریزی غیر خطی 


میدن متا زیر روت ف باق با تسه شوم ( ۶ ۲ 
و3 کر + کر م۳ 
9 
4 > « +3 
0 < 7 ,2 


۵- مطلوبست حل مساله زیر با روش فرانکولف با نقطه شروع مبدا 
۱۲۲ ۰۲ ۱۳۲ ۱۲ 1۷/20 
٩,‏ 
کی 
6 


۶با نقطه شروع (۱۰ ۲)-م* مطلوبست حل مساله داده شده با ناحیه شدنی 


زیر(منال ۱-۸ راویندران و همکاران۲۰۰۷ص ۲۴۰) 
۱ 
1 ی ۳ ۱ 
+ + مر < 2 ۸ 
2۲ 2۱ 
۶ > 216 , ۷ > 2 > 8.1.1 


فصل ۴ برنامه ربزی غیرخطی با محدودیت ۳۳۵ 


۷-آیا 0 ۷۶۳ براساس 


+ مش ( 0۱۳۵ 
12 


۲-۴-۴ الکوریتم حرکت در امتداد شدنی زوتند یک( >70۷۵0011) برای مساله 
غیر خطی با محدودیت‌های خطی( تساوی و نامساوی) و تابع هدف مشتق پذیر 
الگوریتم حرکت در امتداد شدنی زوتندیک در دهه ۱۹۶۰ ارائه شد . این 
الگوریتم هم. حرکت از یک نقطه اولیه در یک جهت شدنی را آغاز, یک نقطه بعدی 
بدست آورده و نقطه اولیه برای تکرار بعد قرار می‌دهد. تکرارها انجام می پذیرد تا اینکه 
هیچ جهتی شدنی برای بهبود یافت نشود. مساله می‌تواند محدودیت به شکل تساوی و 
نامساوی داشته باشد. در این متد. جهت جستجو از حل یک زیر مساله بدست می آید ؛ 


سپس در طول این جهت یک جستجو صورت می گیرد. 


۱-۲-۴-۴ خلاصه روش زوتند یک 


مراحل حل برای مساله زیر «بازارا و دگران ۲۰۰۶ص ۵۴۳) 

۳۱1۱( 0۶( 
۸ > 0 
00 9 

که در آن 

۸ ماتریس 17*17 

0 ماتریس #۶<۷ 

بردار 0 عنصری 

4 بردار / عنصری 

چنین است«بازارا و همکاران ۲۰۰۶۰ص ۵۴۳و راتو۲۰۰۹ ص ۲۹۴): 


۳۳۶ برنامه ریزی غیر خطی 
تکوات: لته دا ان این ساکع 
رامساوی ۱ قرار داده و به مرحله اصلی بروید. 
مرحله اصلی گام ۱ 
مجموعه آ مربوط به محدودیت های تساوی آور در ۰ را مشخص کنید(آن 
محدودیت ها که به صورت تساوی ارضاء می‌شوند). ماتریس‌ضرا به ۸۱ وره۸ تجزیه 
کنید. ماتریس 4۸ را شامل سطر های به شماره مجموعه آ از ماتریس ۸ تشکیل 
دهید. بقیه ماتریس ۸ را اشامت همچنین بردارت عنصری را به 9 ووط 
تجزیه کنید. ,0 و و0 را به همین نحو تشکیل دهید. 
حال با تجزیه ۸۱ ,وه (:۸ ,۱ه),(:ط *ط) داریم: 0 26 : راک یش 
توجه: ۸4 و ۰۸2 ,0 و و0 در هر تکرار باید مجدداً تعیین شود. 
انتخاب جهت 
خیت.با امتتادشدنی: بل رانرای جوا پسته مساله زیر کرار.قشه داد عتاصر 
بردار 4 در مساله زير به تعدادمتغیرهای مساله اصلی است. 
۷۲۵۰ هن 
.۹.1 
۸40 
0- 00) 
صر.یلعز 1>0>1- 
ار مهار انم هدش ماه قیی سق برم ری اک 0 ۷۲۵ یقت 
کنید(شرط توقف طبق بازارا ودیگران» ۲۰۰۶ ص ۰.۴۲ نقطه 1616 خواهد بود. 
دی میهای دا خی واه شی هر ایب هی سا 


می دهد ( مرجع: بازارا ودیگران,۲۰۰۶). 


" رم تأیه شدنی:در صورت امکان در این مرخله می تواند کمک کار باشت: 
مساله۳ یا ۳۲ ص ۵۴۱بازارا(۲۰۰۶) هم می‌تواند بجای آن قرار گیرد. 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۳۷ 


در غیر این صورت(یعنی اگر مقدار تابع هدف زیر مساله فوق صفرنبود ) به گام ۲ بروید. 
انتخاب مقدار با اندازه گام 
گام ۳ 
یک جواب بهینه مساله زیرمی باشدکه با جستجو بدست می‌آید و باعث می شود 
که رب در ناحیه شدنی باشد 
(۸۵,۸+ )۳101 
54 
2 > > 0 


مت چنین تعیین می‌شود(باتوجه به بخش ۱۰,۱ ص ۵۴۳ بازارا و همکاران ۲۰۰۶۰): 


0 16 اج ی دنه 


1 ِ ۳۹ 
0 ]1 
که در آن 
5۹ 
3 5 
,۹ ,9 
,۸,۵ - | 1-4 بدیه- را - | 9 اه 


پیب را برابر علی رک بگیرید: »,۲۸ 2 رب و محدودیتهایی راکه در بب 
بصورت تساوی ارضاء می‌شود معین نموده بط جد ید ۳ نیز مشخص کرده. بجای 1 
۱+ قرار داده به گام ۱ بروید. 


۵ و 3) 0) وعاطمزنه۷ عطا طازه عمتمم آکلکا معط ول ماد 0 1 ) ۱1۳۲۷۶ 


۰ ۹060 10 20 00۵۵۲۷18۵ .وععتاصتااناهه عفصه‌تعما عصتصمموعرمع فطا فص نع حصقاما2۳0 


۳۳۸ برنامه ریزی غیر خطی 


مثال ۴ -۲۱ «ص ۵۴۴ بازار۲۰۰۶ برای متد زوتندیک در حالت مساله 1.۲ با محدودیت‌های خطی) 


مطلوبست حل مساله زير با الگوریتم زوتندیک: 


۲ ۲ ۰ 
167 - 2-26 6 ۲ - ۲۱ + ۲ < () ۶ 111117 
شماره 11 
۱ ۲ > ۲ ۶ 


۲ ۵ ک ۲۵ ۲ 


۳ ی 
1 و 
حل 
4- 4-2 
< () ]۷ 
6- ,2 - م4 


هر تکرار الگوریتم شامل حل یک زیر مساله درگام ۱ می‌باشد تا جهت جستجو یافت 


شود سپس یک جستجوی خطی در طول این جهت انجام می‌شود. 
7 
م (< ۲6 


تکراراول ۰ 1-۱ 
در نقطه ۰۱ (3,4) ] ؛ یبعنی تنها محدودیت‌های ۴9۲ در ۰۱ تساوی آورند. 


1۲: 1 2 

3 3 1۰ 
< 9 < طر 

-1 0 0 

0 -1 0 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۳۹ 


گام! 
1 1 ۱ 1 -۸۱ جب (3,4) < ] 
لو ) دیگر سطرها<۲ ۸ 7 - سطر های ۳و ۴ ِ« 
1- 0 ماتریس ۸۵ 
2 9۲ 0 -9۱ 
5 دیگر عناصرط 0 سطرهای۳و ۴بردارط 
ك 9 
زیر مساله برای یافتن جهت| ی <0 چنین است 
2 
ِ ,)۷۲ 1۳01 
٩.1 ۷0‏ 
0- 0) 
1> 0 > 1- 
1> رل > 1- 


محدودیت تساوی نداریم پس 02۰ و مساله برنامه ریزی خطی چنین می شود: 


1 برنامه ریزی غیر خطی 
1 
(6- 4-)1۷10 
ی 


5.1. 


۵ 0 ات 
0 > 

0 2-14 

-1 > 0 > 41 

یلک | 


حب 
2-60 ,40 - 1101۳8 
.5.1 


1 ۰ 
جواب مساله فوق از سیمیلکس [- به دست می آید. چون مقدار تابع هدف 


مساله اخیر به ازای این جواب برابر ۳-۶۰ - بوده و صفرنیست توقف ننموده به گام ۲ 
می رویم. 
گام ۲ 
جواب بهینه مساله زیر را بدست آورده و ,2 را برابرآن قرار می دهیم 
( ۸2۵+ 0 1۳010 
۳ 
1 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۴۱ 


2 


022 , 2, < 2( < ۲2۲ +۲۸ ۲2-1-12 2 ۲2 


102- ,22 < (:()] طنط 
.1 


۱۳ 9 
6 
۶۱0, - 42-0 


42-10-01 - 2-5 


۳ دوم این تابع ی رف تن است رن تابع ,222-1072 - (()] محدب 


است. مینیمم این تابع بدون محدودیت در 2.5 < 2۸ اتفاق می‌افتد؛ اما ۸.22.5 در 


محدودیت صدق نمی‌کند. با توجه به شکل به طور ترسیمی در می یابیم که 6 


۳۲ برنامه ریزی غیر خطی 


۶ 0۳۳ ِ 5 
)سم 


فقط در محدودیت دوم مساله اصلی به صورت تساوی صدق می کند بعبارت دیگر 
از میان محدودیت‌هاء تنها محدودیت دوم در > تساوی آور(ع0ن0104)است: (2)-1. 


تکرار دوم 16-۲- گام ۱ 


ِ اب مر 


6 6 3 

5 < () ۷1 , 
فا ام ی رم 
3 6 


2 و۸6 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۳ 


هگ 
1 
۱1-۵ 
سس 
1> ,7 > 1- 
1> ر > 1- 
1+ در 
1 < ,4 جواب این مسأله نامه ریزی خطی با تابع هدق برابر 0 < و می‌باشد. 
5 
شرط توقف برقرار نیست پس ادامه داده وبه گام ۲ می‌رویم. 
گام ۲ 
جستجوی خطی: 
( 20 + رد) ۳/۳/۳۷ 
2۸ > 2 > 0 
یافتن»ه۸ 
2۱ جرج 2۵ 
اع ۵ تات ات0 احص وب ات وت و ی 
6 5 1 0 0 ۸ / < سس 
5 | (6 2 
6 > 6 1 0 
4 
5 ۳.1 1 1 


۳۴ برنامه ریزی غیر خطی 


۵ ۱ 
۵ ۳ 0 
نع ۶ ۳ ‌ تت 
۵ ۵ 
۵ ۵ 
1+ - ۱ 2 
س- ات 4 ب۸0 یز 
۵ ت ۵ 
نز ۵ ص 
۵ ۶ ۶ 
1۳ ۳۲ ۱ 
2۳ درز ۳ ,ور , 2+ رج) ۶ 


را 


21۲ ۳۲ ۱۲ 
سد+ رس - سس - () 1 707 
۳۵ ۵ ۱/۸ 


۵ 
تب کبک .81 


ح 


3۳003 
05 0۵4 03 02 11 0 
مینیمم تابع - جواب بهینه مساله فوق 
55 
6)- ت - 2 ح- 0 - 2,۱" 
186 ۱ ( 1 


این مقدار در محدودیت صدق می کند پس جواب بهینه مساله برنامه ریزی خطی فوق 
نیزمی باشد؛ 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۴۵ 


35 5 
رده |[ )+ : و و بت < و2< 
31 6 
۸) <۸؛ محدودیت ۲به ازای+2 تساوی آور است. پس (2)- و (5 ) ,۰۸ 
ا ۲- 
۷ 


افیف 2213 


با جایگذاری: 
بت ۶۸ تَ 
و 0 : ك |« 
31 3 وان 31 31 
ار 
م1 ٩‏ 1( 
اش 
0 ی 
و0 2 


با حل این مساله خطی. جواب زیر را داریم: 


توقف صورت می گیرد؛ زیر 


1- 160 32- 
0-< (سب)ست -(11) ت < ۳0( 0 ۷ - مقدار تابع هدف. 
2 21 )1( 21 ۵( وه 
۳۵ ۱ 


خلاصه حل را نشان می دهد. تابع هدف محدب بوده و در واقع طبق بخش ۵-۲-۴ 


۳۶ 


برنامه ریزی غیر خطی 


(قضیه ۵-۴ برای شرایط کافی 16161 در حالتی که محدودیت ها نامساوی اند) این 


جواب بهینه هم می باشد. 


توضیح اینکه :ون توقف صورت گرفته. متغیرهای دوال(ثانویه» مساله اخیر ضرایب 
لاگرانژ را می‌دهد «بازارا ودیگران» ۲۰۰۸ ص ۵2۴۲». 
برای نوشتن انویه» مساله اخیر را چنین می نویسیم: 


دوگان(ثانویه) چنین است 


۳۱ ۳۱ 
۹.1 
۶ ص_ 20 ۹ ۱ نت 
۱-< 0۱- 
اند 7 
۱-< - 
ریق 


110222۷2۰۷۱-۲ ۲-۱۴-۲۵: 


-۷ ۱-۷ ۲۷۲۰۱۱۴۰۱۵ 


بنک - هرمز ۱۲ ۱۰۰۸۱۲۰۰۴ و۵ 


۷۱,۷۲۲ ۷۲, ۲,۷۵2 


حل این مساله با لینگو جواب ِ ردییی متیر اساسا 
بافته به ۶ ل۵ 0 که مضاظر یا (و ۲ است)وچرای بقیه بکنی‌ها تقدازهضفر :را 


۳۲ 
محدودیت یعنی ۵ ۱+۵۲ در مساله اصلی است «به نقل از بازارا و دگران ۰۲۰۰۶ 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۷ 


ص ۵۴۷). پس فقط اگر سمت راست محدودیت دوم((12<)۲) در مساله اصلی یعنی 
۵ ۱+۵۲ افزایش یابد تابع هدف مساله اصلی بهبود پیدا می‌کند. 


جدول ۱-۴ خلاصه محاسبات روش زوتندیک برای منال ۲۱-۴ 
(جدول ۱۰,۱ بازارا و دگران ۲۰۰۶ ص۵۴۸) 


(93 00 [ ۱۱6 

۳ مدب 1 یمه | 2 ۲ 

10 
ٍِِ- (۱.۱) (۲.۴) (۶- ,۴ و( ,۰( ۱ 

1 
۵ ۵ / 

بم ‏ ۲ (-م | بل ۲۱ 

- ۴ ۳ 


۱ هه | 
ِ -,۱) (۲) 1 ۳۳ ؛ ج ۳ 


اه ها ۱ ۱۱۱ ۱ هن انح ۱۳۳ 
یعنی نقطه (۲۴ ۳۵) - برابر۷,۱۶۱۳- - (10 است بایان منال ۸ 

شایان ذکر است روش زوتندیک برای برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت‌های 
غیرخطی درمنابعی هم چون ص ۵۵۰ بازارا و همکاران(۰۶ ای اس 
تمرینات روش حرکت در امتداد شدنی زوتندیک 
۱-بتدا یک نقطه اولیه با روش 1۷ بزرگ بدست آورده سپس مساله غیرخطی زیر را 
با روش زوتندیک حل کنید. 


۳۴۸ 


وت 


رز ۲ :۱رد 


برنامه ریزی غیر خطی 


+ وا ابر هنابز 


.۹ 
ویک وا ور( ۲2۶ 
ٍُِِ 26 - موس 
۳ ات 
را 
«د توا 


راهنمایی: برای یافتن نقطه اولیه می توانید از عبارات زیر در محیط لینگو استفاده کنید. 


۲-جواب مساله زیر را با نقطه شروع " 


۱۰۰۰۳۸۱۰۰۴ صنص 


۲۶۲۱4۲ ۲+۱۸ 
+ ۱+ ۲+ ۲۲ 
۱-9 ۲+۲۶ 
۲-۹ ۴+۴۲: 


0 با روش زوتندیک بیابید. 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۴۹ 


(۷18 - ۳-۵۲۲۲ 
5.1. 

۳ ۲۲ 

اک سیک را 


2 ۰ 


۲-جواب مساله زیر را با روش زوتندیک هم با یک نقطه شروع شدنی دلخواه و هم 


پس از یافتن یک نقطه با فازا روش ۲ مرحله ای سیمپلکس بیابید. 


۱۰ و۳ - جع 5و۲ + ود ۲2+ ۳۲ دناب( 
ان 


جواب اولیه با آفاز(۰ ۰ ۸) جواب نهایی (۰ ۰ ۸) 
۵-۴صلاحیت محدودیتی(صلاحبت قیدی) ! 
در یک مساله برنامه ریزی غیرخطی به فرم زیر 


طمزعم1 عاطانعهع۳ 
به عبارت دیگر برای اینکه نقطه « در شروط 161 صدق کند. توابع محدودیت‌های 


" 6.0۰ همزامع‌/ناهن0) امنعتاده6) بازار(۲۰۰۹) ص ۲۳۷ ۰ وینسترن (۱۹۹۶) ص 194 آوریل (۱۹۷5) 


ص ۳۸»برت سکاس ۱۹۹٩(‏ ص ۳۲۳ 
مممتانلجمن رادانعم ۲ 


۳۵۰ برنامه ریزی غیر خطی 


مساله باید شرطهای لازمی موسوم به صلاحیت محدودیتی را دارا باشند. علاوه بر 
صلاحیت های محدودیتی ارائه شده توسط کان تاکر ( نع ]> 7 در نقطه شدنی 
مشتق پذیرو و زع ها ۶7 آدر نقطه 2 پیوسته به علاوه )۷2 برای 6 ژ و 
..,۷۷- ز (۲۳,)۳ بطور خطی مستقل) صلاحیت های محدودیتی دیگری هم ارائه شده 
است. از جمله صلاحیت های محدودیتی متداول برای مساله طألا فوق چنین است: 
صلاحیت محدودیتی ۱: اگر :عوزاها آفین باشند( یعنی به فرم خطی ۸2-0باشند) 
شرط دیگری لازم نیست. 
صلاحیت محدودیتی ۲: با فرض (۰ < (),1|8) < 1 درنقطه 1 هر رع برای 1 > 1 
سودوکنوکس بوده و هر رع برای 1 ۶ [ درنقطه ۶ پیوسته و در مجموعه بازکر یک 2 6 2 
وجود داشته باشدکه ۰ > (0:)2 برای‌تمام 1 ع 1 «ص ۲۴۳ بازارا و همکاران ۲۰۰۶). 
صلاحیت محدودیتی ۳: نقطه شدنی گرادیان محدودیت های تساوی آور و گرادیان 
معکودننت ها کیام‌ی استقلال سفیت خضی ‏ داشحة باشید. ریق زاین نوع استقلال کر 
برخی مراجع وهم چنین اینترنت آمده است. 
مثال ۲۲-۴ «مبتنی بر رائو,۲۰۰۹ ص ٩‏ مسأله زير را درنظر بگیرید. 
+ 6-1 < 02 
را 
0 > ر ۱-2 :8 
0 > 2+ :رو 
جواب بهینه را به طور ترسیمی مشخص کنید. آیا صلاحیت محدودیتی و 
شرطهای آکلک در نقطه بهینه ارضاء می شود يا نه؟. 
حل 
منحنی های محدودیتها با دستورات متلب زير قابل رسم اند 
0:۲ 010طزر ۲ 00۱ :۲2۰۵۱۰۸۲ ۱2-۱:۰۱:۱:6 یکک> 
(010006۱,۲: ۱.۸۲ 


ناحیه شدنی با هاشور مشخص شده است. 


ععصع عم ع1 ها تمعصنع تا توو۳ ۱ 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۵۱ 


دستورمتلب رسم آمنحنی هم تراز تابع هدف" 
با 2<۰/۵: دایره به مرکز (۱ و 0۰ با شعاع‌۵/*: 
+ + (طاوم * ۲ ع لصا بل۰:0۱/۲۰:۲*0 <طا :ءحلا جاح هم 08:۲۰ 010ظ 
زاتصار راتصتیاماج .زرا + (رطصله * ۶ ع از 
با 2۱ : دایره به مرکز ۱ و « با شعاع۱ : 
+ رام * ۲ الصا ۰:۲0 ۰:0۲ حطا زءحلا جاح :08:۲۱ 010ظ 
واتصا راتصتیاماج .زا + (رطصله ۴ ۶ ع ۱۷ 


با تابع متلب زیر هم می توان دایره رسم نمود: 
(61۳01606:7,۲ طملامصا] 
16 3 0۶ تعاجعء مطا ۵۶ وماحطنل:۵0ع عطا عم ۷ 20 6 
06 ۱3۵ 0۶ ۲2015 ما و1 0۲ 
۵۶ 125)6۲ عم عظ) 07۵0 ۷۱۱۱ ومببله۷ تمعع1ه رمماه ملعصه معط و1 ۰,۰۱ 


(طاممحصه زع۷ عمص) فصمتامعگتممرحصا ععلامظ )طونم 90۵ 
ز(ع20)هاوگ عو ۱ (وصه) و00 و 2082:۱۱۲0 


0101)(+-70,۷۲۵( 


۳۵۲ برنامه ربزی غیر خطی 


حل ترسیمی. " یعنی جواب بهینه این مدل کمینه سازی را مبدا بدست می دهد با 
۱ 
از طرفی 

( - ۲۰) _ م۳۳ ۳۳4 

۱ ) - ۲۶۵ (۳) - ه)یو۷ (۳) - 79,۵ 


۳۹ 


لذا واضح است که .(۳) < (*۷9,.)6و(ب) < (*۷۵2:۲ بطور خطی مستقل 
نیستند. لذا صلاحیت محدودیتی کان تاکر ارضاء نمی شود. حال ببینیم وضعیت شرایط 
6 با این عدم ارضاء چگونه است. شرایط کلکل(به غیر از محدودیت ها): 


,۰ (۳) 2۳ + (ج) ۶ +(۲) ۲ 


۱۰۰1 < [ 2۰ [( ۲) ,و - ,] :10 
۱۰۰۰1 < ] ۳ 


با توجه به اينکه 
۲ ۱۳ 
رح ا و۶0« 
۰ ۰( ۳۲ 
عبارت اول شرایط 16161 چنین قابل نوشتن است 
چد ۰ ع (۷۵۲ ۷۲۷+ ( ۱۷9۱+ ۷20۲ 


۰ 2 (۷) +۰+(۷) مسب( ) 


-2 + 24)0( + 4:00( 0 


0 (2), ۸ 4 (2-) ری + 0۵ 


از آنجاکه معادله اول نمی‌تواند برقرار باشد. پس همواره لزوماً شرط های 1616 در 


بیکران روبرو بودیم.پایان ۹۹ 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۵۳ 


چند صلاحیت محدودیتی مختلف دیگرعلاوه بر صلاحیت محدودیتی اولیه کان تاکر 
صلاحیت محدودیتی گیگیاری 
صلاحیت محدودیتی مستقل خطی (1100) 

۳ ۱ 2. 7 7 

صلاحیت محدودیتی مانگاساریان و فروموویتز » 
صلاحیت محدودیتی تبتلایر خن ۳ بازارا و بقیه.۲۰۰۶ و برت سکاس»۱۹۹۹ص ۳۲۵). 
صلاحیت محدودیتی کاتل" (ص ۲۴۴بازارا و همکاران ۲۰۰۶۰) 
باشند همواره صلاحیت محدودیتی یافرضیات منظم بودن ارضاء می‌شود(راتو, ۲۰۰۹ 
ص ۱۹۹)؛ در دیگر موارد »بویژه هنگامی که برخی توابع محدودیت‌های غیرخطی بصورت 
تساوی و/یا محدودیت‌های نامساوی مقعر نیستند(از برت سکاس ۱۹۹۹۰ص ۲۲۲ ). 
صلاحیت محدودیتی ممکن است ارضاء شود. 

علاوه بر موارد فوقء.اگر تمام توابع محدودیتهای نامساوی محدب باشند». تمام 
که > (7) زوها 8 ۶ج () رها باشد آتگاه صلاحیت محدودیتی ارضاء می شود 
(راتو»۹٩۲۰۰‏ ص ۱۹۹): 


۱-۵-۴ تعریف صلاحیت محدودیتی مرتبه اول مالگاساریان و موروویتز 
فرض کنید نقطه ‏ یک نقطه شدنی مسأله 


(+) رصن 

1 ز 0( ۲) ,و .81 
از 0( 
1 ۴ 0 


100عع عاطزد۵ع۳ 


(000))جمتاه»تلنلن0 صتمتاعوم 4تمصونین ۱ 
حمتاه‌گنلمن) عصتعاوجم ععمعلمممع م1 ممعون ]۲ 
ممنامه‌تلنلمن احتاعومی مهم مفتعومع مه]۱ ۲ 
تلهم ز] | آهناو ۲۱ 2 تعصمم و 260۲ ٩‏ ؟ 


ممنامه‌تلنلمن احنحطاوومی وعلامیل ٩‏ 


۳۵۴ برنامه ریزی غیر خطی 


باشدکه در آن" 7 ۳: ,و ها و 0 ها یکبار بطور پیوسته مشتق‌پذیرند! اگر 


#....شباع زر (۳) ,۷ مستقل خطی باشند. با فرض‌های فوق در نقطه 3 . 
می گوییم صلاحیت مرتبه اول برای محدودیت‌ها برقرار خواهد بودچنانچه یک بردار 


به هر منحنی که از نقطه 1 گذشته و در داخل ناحیه شدنی قرارگیرد مماس می‌شود. 
شرایط فوق چنین هم نوشته می‌شود: 
0< 4( ۲) ۲۷۱ 
0 4 (۲) ۲۷۸ 
توحه: برای باه بیشینه سازی. درمجموعه/ باید 0 >(7) ,2*۷ (آوریل»۱۹۷۶ص ۴۵). 
در ادامه فصل. به روش هایی در بخش ۶-۴ اشاره می شود که مساله محدودیت دار 
را به مساله بی محدودیت يا به مساله ای که محدودیت های ساده دارد تبدیل می‌کند. 
در عمل به علت پیچیددگی محاسبات یک دنباله از مسایل حل می‌شود. 


۶-۴ الکوریتم های جریمه ای و مانعی(بازدارنده) ۲ 

(ص ۴۷۰ بازارا و همکاران:۲۰۰۶) 

از روشهای معروف در حل برنامه ریزی غیرخطی روشهای موسوم به جریمه ای و 
روشهای مانعی است. این روشها رویه هایی برای تبدیل مسایل بهینه سازی غیر خطی 
محدودیت دار به مسایل بی محدودیت ارائه می‌دهند. تکنیک های ۳۹۲۲ از جمله 
روشهای پیشتاز ارائه شده توسط فیباکو و مک کورمیک؟ در ۱۹۶۸ در این زمینه است. 


عاصتاصعع 1 ناوامتهننومع ! 
ممطع)۱ عتدظ3 /ملفوع۳ ۲ 
+عامتصطمع ۲" ممتام2تصتص ۷۲( 40عصنمعمعصا لمنامعنوع5؟ 


۲ ۳926۵060 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۵۵ 


۱-۶-۴روشهای جریمه ای 

روشهای جریمه‌ای یک مساله محدودیت دار را به یک مسأله یا یک دنباله از مسایل 
بی محدودیت تبدیل می‌کند. این تبدیل در این روشها با افزودن یک جمله به تابع هدف 
انجام می‌شود که باعث می‌گردد هزینه بالایی برای نقص محدودیت اعمال گردد. به 
عبارت دیگر تبدیل با قرار دادن محدودیت ها در تابع هدف از طریق یک پارامتر جریمه 
صورت میگیرد به طوریکه برای هرگونه نقض محدودیت جریمه ای منظور می‌شود. با 
اینکار سعی می‌گردد بهینگی حاصل شود. این روشها در خیلی از موارد از نقاط بیرونی 
کی تور کرد سم بو کی وت شیر 


صورت زیر در می آید. 
(۵0 آ«اببن0؟ صنا 
٩.0. 7 ۳‏ 
برای مینیمم شدن تابع هدف جدید.(۲) ۸۲ باید نزدیک به صفر شود که بدین ترتیب 
محد‌ودیت ارضاء می‌شود. 
فوق مناسب نیست. اینکار (20) ورا صفر می‌کندولی ما نمی‌خواهیم که (9)0 صرفاً صفر 
شود بلکه باید از صفر بیشتر نشود. یک تبدیل مناسب برای این مورد چنین است: 


(() و ,0 + ۵ ۸:۰ 
7 


0((۲) 0 ,۸۲0 + (ع) ۲ ۲ 
یک اسکالر است. 


برای مساله کلی زیر 


21.0 ز 0( ۲) رع . ٩1.‏ 
نی راک ( 0<() ,9 
عموماً تابع جریمه 0 به صورت زیر است: 
1 7 


۱ ند ]۱۱ لش رد ع زا 
۲-1 | ۲ 


۳۵۶ برنامه ربزی غیر خطی 


لا ,۲ توابع پیوسته با ویژگی خاص اند؛ موارد زیر به عنوان نمونه اند که در آنها 2 
یک عدد صحیح و مثبت است!«بازارا و همکاران.۲۰۰۶ص ۴۷۱) 


۵)(  ] 20 ۳ 


تابع جریمه 0 به صورت زير نیزیک تابع متداول می باشد: 


۰ (۷) ۵ 2 + ۲ ((۷) رو ,۱0 ۳۵۲] ۶ < (02)۳ 
۱ 1-1 ۱ 1 


۱-۱-۶-۴ خلاصه روشهای جریمه ای 
(بازاراو همکاران ,۲۰۰۶ ص ۴۸۴) 
بواسطه مشکلات ناشی از پارامتر های بزرگ جریمه. بسیاری از الگوریتم هایی که 
از تابع جریمه استفاده می کنند دنباله ای از پارامتر های جریمه را به کار می گیرند و 
با جواب بهینه حاصل از پارامتر انتخاب شده قبلی آغاز می کنند. به اين رویکرد گاه 
تکنیک کمینه سازی بی محدودیت ترتیبی با مخفف ٩/۷]‏ گفته می شود. ذیلا 
خلاصه ای از روشهای جریمه ای برای حل مساله 
() 1۳0117 
11 [ 0 >( ) با 3 


بیان می شود. تابع جریمه 0 به فرم 


ّ 1 
,[ () ]7 ۴ [(۲)ع ]۵ 2 < ()۵2 
[<! از 
موجود بودن رویکردی کارا برای حل گام ۱ بستگی دارد. 


۳۵۷ 


فصل ۴ برنامه ربزی غیرخطی با محدودیت 


گام آغازین 
بخ شتا راتکاار دص بای هه یک سطه روج همجرت و 


یک مقدار اسکالر ۰ < 8 را برگزینید. ک را برابر ۱ قرار داده به گام اصلی بروید. 


کم امز 
با شروع | زی مساله زير را حل کنید 

( مر + (0۵۵) ۲ طذ 

۹۰. ۵ 


جواب بهینه را وبا قرار داده به گام ۲ بروید. 
اگر ۰ > (بر0»,م توقف کنید. در غیر این صورت +عیل را برابن‌بلر < ۵ و 1 را 


برابر +1 قرار داده به گام ۱ بروید 


مثال ۲۳-۴ 
(بازاراو همکاران ۲۰۰۶۰ ص ۴۸۴) 


مساله زیر را در نظر بگیرید 


۲۶۲(۲ - 0۱ + ۲(۲ - 6۱) طز] 
1 


۲ - ۲ < ۰ 
۲ 6 ۲ < ۲ 


توجه کنید در تکرار ام برای پارامتر جریمه ۸ ۰ مساله ای که باید برای یافتن ,2 با 


استفاده از تابع کوادراتیک جریمه حل شود چنین است: 
26۷(۲ - 627 + ۲۸۷(۲ - ۱) + ۲(۲ - 6۱ طذا۷ 


جدول ۲-۴ محاسبات روش جریمه را نشان می دهد و برآورد ضرایب لاگرانژ حاصل از روابط 
زیر(بازارا و همکاران, ۰۶ ۰ص ۰۱ رابطه )٩,۶‏ 
یزار ,0) هه 2 ع رای نا) 


/ 10۲ 211۶ > / 


۱ برکد) ۸ > ۳ ۳ 


ا.باع اا2 10۲ 
نیر در جدول وارد شده است. البته در این مساله فقط محدود بت تساوی وجود دارد و لذا فقط 


۷ در جدول داده شده است. 
نقطه (۱/۰ ,۲/۰)-*1 با مقدار تابع هدف صفر به عنوان نقطه شروع درنظر گرفته 


شده و مقدار اولیه پارامتر جریمه برابر ۰/۱ تس ۸ و مقدار ۵ برابر ۱۰ قرار داده شد 


۳۵۸ برنامه ریزی غیر خطی 


توجه کنید که در این الگوریتم تابعی با نماد )0 به صورت زیر تعریف می‌شود 
(بازارا و همکاران:۲۰۰۶ ص ۴۷۶ ): 
(,)/0 ۸ + را ()0 

توابع ()0ول‌ید) غیر نزولی و تابع ل,م00 غیر صعودی است. 

الگوریتم در تکرار چهارم که درآن مقدار ل,0)06 برابر۰/۰۰۰۲۶۷ می باشد می 
تواند پایان پذیرد. لکن برای نشان دادن واضح تر اينکه ,02 بر طبق یک قضیه 
به صفر نمی گراید (قضیه ٩,۲,۲‏ مندرج در بازارا و همکاران ۲۰۰۶ ص ۴۷۷ . یک تکرار 
دیگر انجام شده است. در نقطه (۰/۸۹۳۴۴۱۴ ,۰/۹۴۶۱۰۹۴)- ا خواننده می تواند 
تحقیق کند که شروط 6 با ضریب لاگرانژ برابر ۲/۲۶۳۲ برآورده می شود. 


یو ۲ خنازييه .میات« روا یمه پراش ,وال ۱۳-۱ 


(جدول ٩,۱‏ بازارا ودیگران۲۰۰۹ ص 1۸1) 


6) ( 00 ِ 
5 3 

۷ مد ۳ بت (بب(1)20 2۳ 2 رب(2 پا 1 

2 

7 ( رد)2 
۱ ۱۷۸۸ ۱:۶۵۳۹۵) | ۰/۱ | ۱ 
2777 ۳ 
۱۲۵ ۱۲ ۵۲یا عم ما ۳۲| 
۳755 
۳5۳2 


۲-۶-۴ روشهای مانعی با بازدارنده 

روشهای مانعی به تابع هدف مساله که عموما محدودیت های نامساوی دارد یک 
جمله می‌افزاید. این جمله باعث می‌شود که نقطه اولیه شدنی در انجام عملیات به مرز 
محدودیت نامساوی نزدیک نشده و از ناحیه شدنی نیز خارج نگشته یعنی نشدنی شود. 
روشهای مانعی با نقطه ای در داخل ناحیه شدنی آغازشده و یک مقدارهزینه زیاد روی 
نقاط شدنی نزدیک مرز به نفع نقاط درونی قرار می‌دهد تا جواب از ناحیه شدنی بیرون 
نرود. لازم به ذکر است که برخی پژوهشگران روشهای مانعی را که از جواب درونی 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۵۹ 


(شدنی) شروع گشته و مانع میگردد تا این جواب غیر شدنی شود بر روش های جریمه 
ترجیح می‌دهند. 


() ۱:۱ 
۱,۲,۰ << ۰ > ()زو9 
۳ 221 


یک مجموعه غیرتهی در *0 است . 

توجه کنید در مساله فوق يا محدودیت تساوی وجود ندارد یا اگر وجود داشته باشد 
در داخل مجموعه؟2 است(بازارا و همکاران.۲۰۰۶ ص ۵۰۱). در اینجا نباید ۰ < (206] 
به صورت دو محدودیت ۰ < (6 و۰ > (] در محدودیت ها گنجانده شود . 

توابع مورد استفاده به عنوان مانع يا بازدارنده متفاوتند .از جمله آنها تابع بازدارنده 
لگاریتمی ۳11500 به صورت زیراست!«بازارا و همکاران.۰۰۶اص ۵۰۲) 

001۰ :9-] ۱ 2 ع 2060 

چند تابع مانعی یا بازدارنده دیگر در مراجعی مثل بازارا و همکاران(۲۰۰۶) ص ۵۰۲ 
نسترورف(۱۹۹۱) ص ۴۰ و آوریل(۱۹۷۶)ص ۲۸۰ قابل رویت است. 


۲-۲-۶-۴ خلاصه روش مانعی (تابع باز دارنده) 
(بازارا و همکاران۲۰۰۶۰ص۵۰۸) 
ذیلاً رویه ای با استفاده از توابع مانعی(باز دارنده) برای بهینه سازی مساله 
(0) ۷۶ 


9:00( > ۰ << ۱۲ 
2۲ ۳ 


ارائه مبی شود. تابع بازدارنده از نوع [(),۵]8 2۳ < (*)ظ است که درآن 8۵ تابعی 
تک تغیره پیوسته روی (۰ > *:7) بوده و موارد زیر را ارضاء می کند. 


۳۶۰ برنامه ریزی غیر خطی 


مساله مندرج در گام ۱ زیر دارای محدودیت ۰ > (2) است. اگر ۰ > ()0 ۰ 
از آنجا که هم چنانکه ناحیه (۰ > ()0:) < 6 به مرز می رسد تابع بازدارنده به بی 
بهینه سازی بی محدودیت مورد استفاده طوری باشد که تضمین نماید که نقطه 
بهینه ببع2 متعلق به ناحیه »6 باشد: (ر 6 6 ,بر). ما چون اکثر روش های 
جستجوی خطی از گامهای گسسته استفاده می کند. اگر ما نزدیک به مرزیم گام می 
تواند به نقطه ای خارج ناحیه شدنی منجر شود که در آن تابع بازدارنده ظ یک مقدار 
منفی قابل ملاحظه است. لذا اگر یک کنترل صریح و آشکار برای شدنی بودن انجام 
شود. با این مساله می‌توان به صورت مساله بهینه سازی بی محدودیت رفتار نمود. 
گام آغارین 
102434 ۰ لا و یک مقدار ۵ متعلق به فاصله صفر ویک برگزینید. را برابر ۱ 
قرار داده به گام اصلی بروید. 
گام اصلی 

گام ۱ 
با شروع از نقطه « مساله زیر را حل کنید 
() یرس + (۵ ۷۱ 


9)( > ۰ 
2 


«بیر2 را برایز جواب بهینه مساله قرار داده و به گام ۲ بروید. 


گام ۲ 
اگر ۶ > (,بیر2) تیلم متوقف شوید در غیر این صورت ,بل را برابر 


< ربب و > را برابر 1+۱ قرار داده به گام ۱ بروید 
جهت آشنایی با روشهای بازدارنده به یک مثال ساده توجه کنید .در کتاب های 


غیر خطی مثال های مختلف و پیچیده وجود دارد. 


مثالی ۲۴-۴ (بازارا وهمکاران .۲۰۰۶ ص۵۰۹) 


فصل ۴ برنامه ریزی غیرخطی با محدودیت ۳۶۱ 


مساله زیر را در نظر بگیرید و با روش تابع بازدارنده حل کنید 
06-۲۵۲ + ۲(۲ - 66 صنا 
۰ ک بر بر 5,6 
۲۳ < 1 ع ۲ 


حل 


۰ ِِ ۰ ۰ ۰ 5 
از تابع 0 <(300 به عنوان تابع بازدارنده استفاده می شود. نتایج محاسبات در 


جدول ۳۲-۴ آمده انبتت: همچنین ضرایب لا گرانة که از رابطه زیر برآورد شده و در 
جدول وارد گشته است «به نقل از بازارا و دیگران» ۲۰۰۶ رابطه ۳۵:٩ص‏ ۵۰۷) 


و ۰ ۳ 
(ا جب بم 25 ,71,...,] - 2117 101 


در شروع ۱<۱۰,۰/ انتخاب پارامتر 8 برابر ۰/۱ در نظر گرفته شده و کمینه سازی 
بدون محدودیت تابع(0)0: 


2۱ | ل,بد) + (۶ < ,)0 


ازنقطه شدنی (۰,۱) آغازگردید. پس از ۶ تکرار به نقطه (۰/۸۹۶۳۵ ,۰/۹۴۳۸۹)-ا و 
۸ << ,لا دست يافتیم که در آن ۰/۰۱۸۶ 2 (,۸۱8)2 و الگوریتم متوقف می‌شود. 
خوانندگان می‌توانند تحقیق کنند که این نقطه نزدیک به بهینه است. توجه کنید 
همانطور که در جدول هم دیده می‌شود 900 و (بد)] توابعی غیر نزولی بر حسب 
بوده و لر2) ظ تابعی غیرصعودی برحسب ۸ است. به علاوه ثابت می‌شود مقدار 
() ظ ۷ به صفر می‌گراید (قضیه ٩.۴.۳‏ مندرج در بازارا و همکاران ۲۰۰۶ 
ص ۵۰۵). 


۳۶۲ 


با ‌ ببن) تپ 


۹۳۵ ۰ ۵۱ 
۳۳۵۹۱ ۳ 
۳3 «(۱9۱۳۹۸۵ 
۱۸ ۱۳۸ 
«0۹۰ ۱۳۹۷ 
۳۹ ۱۳۰ 


0۵ 


۳۵۹ 


۳۹ 


۱۹,۷۸۳ 


0 


۱۱ 


(۳۸ 


۱۳/۸۶ 


(۸ 


(۹۱ 


۲۳۳۹ 


۳93 


۱.۳۵ 


*"« (۸۹۲ 
۱-۱۸ 


«۹ 
۱ 
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برنامه ریزی غیر خطی 


جدول ۲-۴ خلاصه محاسبات روش تابع بازدارنده ( 1006100 311107) برای منال ۲۴-۴ 
(جدول ٩,۲‏ بازارا ودیگران,۲۰۰۶ ص ۵۰۹) 


ارو | ۹ 


۱ 


ما ۱۲۲ آهرنل(۲۰۰۲) یا ۳۸۸ آوریل (۱۹۷۶) تقایل مطالعه انبت: 


من انتظر ععاحلة الفرصة مواحلة الاستقصاء سلبته الایام فرصته لان من شأن الایام السلب و السبیل 


الزمن الفوت .تحف العقلول 
امام صادق ع( : 


کم ۰ ۳ ۳ و 4/ ۰ رد 
رک فرصت را انار | ره من راز وسست دح رو کار رس زا سس 


کم ۱ 
رم رورگاز رلودن است وراه ان ار ست رشن 


مبحث دوگان در برنامه 
ریزی غیر خحطی 
س 
کاربرد نقطه زینی تابم 
لاگرانژین در بهینگی 


۳۶۴ برنامه ریزی غیر خطی 


مبحث دوگان در برنامه ریزی غیر خطی - رابطه نقطه زینی تابع لاگرانژین 
با بهینگی 


هدف فصل 

مبحث دوگان مسایل غیر خطی و قضایای مربوطه دراین فصل مورد بحث قرار گرفته 
و شرط لازم بهینگی بدون فرض مشتق‌پذیری توابع هدف و محدودیت ها به صورت یک 
استفاده جنبی از قضایا برای طرح نقطه زینی تابع لاگرانژین در موضوع بهینگی ارائه 
می‌شود .بدست آوردن جواب مساله دوگان یک ۴ نیز دراین فصل آمده است. 


۱-۵ مقدمه 

در برنامه ریزی غیر خطی همانند برنامه ریزی خطی یبا ای بنام دوگان یا دول 
مطرح است یه طوریکه همراه با هر مسأله غیرخطی یک مسأله دیگر که رابطه نزدیکی 
باهم دارند وجود دارد. مسأله اصلی را اولیه و مسأله دیگر را دوگان می‌نامند که نامهای 
انوبه ( مزدوج ۰ همزاد یا دوال هم خوانده می‌شود. در برنامه ریزی غیرخطی تحت 
شرایطی این دو مساله مقادیر تابع هدف یکسان در حالت بهینه دارند. مسائل دوگان 
صورت‌های مختلف دارند نظیر دوگان ولف . دوگان 01 دوگان لاگرانژ؛ که از اين میان 
مساله دوگان لاگرانژ بیشترین توجه را به خود معطوف داشته وذیلا شرح داده خواهد 
شد. در این بخش ضمن پرداختن به قضایای دوگان. به عنوان محصول جنبی فضایا؛ 


فصل ۵ دوگان. نقطه زینی و ارتباط آنها با د بهبنگی ۳۶۵ 


شرط لازم بهینگی نقطه زینی بدون فرض مشتق‌پذیری توابع هدف و محدودیت بدست 
آورده می‌شود. قبل از پرداختن به اصل موضوع یک تعریف یاداوری می گردد 


۲-۵ تعریف اینفیمم و سوپریمم 
اینفیمم 
منظورازاینفیمم یک مجموعه ازاعدادحقیقی(۸) که با (۸) 77 نشان داده می شود. 
بزرگترین کران پایین " مجموعه ۸ است يا اینفیمم بزرگترین عدد حقیقی اسکالر 0 
می‌باشد کهه: 
۱/۰۸ ۶ > 0 < ([۳]/|<6۸] 
پس (۸4۸) 70 بزرگترین عدد اسکالر 0 می باشد به طوری که 6۸ > اگر چنین 
عددی موجود نباشد از علامت 2-00 7 استفاده می‌شود(ص ۶۵۱ برت 
سکاس,۱۹۹۹). 
توجه کنید 
- اینفیمم همان مینیمم نیست ولی اگر مجموعه ۸ مینیمم داشته باشد ترایز اق 
است و برای هر مجموعه متناهی از اعداد حقیقی یک 4 
[یک۰,) صنصد (۵) گر 
-بزرگترین کران پایین هر مجموعه مثل ۸ ممکن است وجوه نداشته باشد. اما اگر 
وجود داشته باشد منحصر به فرد بوده و اینفیمم ۸ است. 
سوپریمم 
سوپریمم یک مجموعه از اعداد حقیقی(۸) که با ()50 نشان داده می شود 


کوچکترین کران بالای " مجموعه ۸ است. به عبارت ریاضی سوپریمم کوچکترین عدد 
حقیقی اسکالر 0 می‌باشد که: ۷۸ 2 2 زاو 


0صنامه 1096۲ اوعنومبو! 


0صیمط ععومنا امعع1؟ 


۳۶۶ برنامه ریزی غیر خطی 


اگر اعداد حقیقی ۸ یک مجموعه غیرتهی کراندار از پایین باشد. آنگاه این 
مجموعه دارای بزرگترین کران پایین یعنی(101)۸ است"* درضمن هرمجموعه غبرتهی 
محدود از ۰18 کران بالا و پایین(سوپریمم واینفیمم) دارد" پایان هگا 
چند مثال برای اینفیمم 
1 (1,2,3) ور 
(1> > :۰-۳ 1 11/8 


1 
ت‌ 


برای فاصله باز (1 0) (1 0) منصوع0 ع(1 0) ۶ 
برای فاصله نیم باز (1 0] ((1 0 شوع0 <(1 0] ۶ 


هر مجموعه غیرتهی از اعداد حقیقی دارای کران پایین (00۷10060) اینفیمم دارد. 


۳-۵ دوگان( انویه) لاگرانز ۲ 

ضمن تذکر این مطلب که نویه هرگونه مساله برنامه ریزی یک مساله محدب 
مساله موسوم به دوگان لاگرانژ توضیح داده خواهد شد که در آن تابع هدف اینفیمم 
لاگرانژین مساله اولیه کمینه سازی است. مسأله بر نامه ریز ی غیر خطی اولیه زیر را 
در نظر بگیرید. 

مسأله اولیه(مسأله۳): 


از زاس(08۸۰) هن ۲۲ 
۳ و 
پراساس اگزنر(۲۰۰۰) ص ۱۷۳ 


همم ادن صهتعصهتعه 1 ۱ 


فصل ۵ دوگان. نقطه زینی و ارتباط آنها با بهینگی ۳۶۷ 


۱۵ ۹ 1/۳۳ 
[ | ۳/۳ 5 
4[ 2 0 >( ۲) رو .51 با 0>() 2 
و1 و -(۲) :۷ 0- () ۷ 
ع 1 2 1 


24 برغ بخشی از ناحبه شدنی است. 
مقدار بهینه تابع هدف مدل مسأله ۴ را با *] نشان می‌دهيم. یاد آوری می‌گردد که 
لاگرانژین برای این مساله چنین تعریف می‌شود: 
با ۲ رن + )۲+ () ۵+( [ع را 
مسأله دوگان( ثانویه) لاگرانژ چنین است(مسأله1): 
لها وععصه1 هه [ 
( :)0 ۳/29 
2۷0 1 .81 
1۷/۵ 
[( ۰۷ ۲:۷) ۲ قصذع ( )۵ 
0 


4 
:۱ ۲) رها +( )رو +(ع) ۶ مزع( )0 
 <1 [ 21‏ 
مقدار بهینه تابع هدف این مدل را با "۵ نشان می دهیم. 
توجه کنید 
- تابع لاگرانژین تابعی از بردارهای 24,7 2 است اما [(۷,۲:د)) لصذ ()0 
تابعی خطی از ,80 است. اجزای بردارهای ,10 یعنی :۷,۰ ضرایب لاگرانژ یا 


نها قفا نامه متون تا ول ها تست اس ین ۳:6 


۳۶۸ برنامه ریزی غیر خطی 


باق بستنم و ات لا انم وی نک تیال شنت که کاب کش سکف فان 
لاگرانژ" نامیده می شود و معادل مینیمم کردن تابع لاگرانژ روی « است و فقط به 0,۷ 
وایسته است. 
مثال ۵ -۱: مطلوبست دوگان مساله زیر 
اینید لفنر۳ 
تس و (2) ۱۳۹ 


لا چک سوت ود بیط 
0< (2)7-1 


ثانویه لاگرانژ او وعومهبوج ,1 


- |( ۲,۸,۷) ) گطذ ‏ ( )9 1۳۵ 
[2 ک| «|: (2- 2) + (2- 67 بیج *(1- | دز - 
گ 


0 < )1 
مجموعه محدودیت مسأله دوال در واقع چنین است(ص ۳۶۰برت سکاس۱۹۹۹۰) 


مب < ( )0,۵< |( «م))< 0 
پایان بر ۵ 


در این جا توجه را به قضیه ای جلب می کنیم که در مبحث دول می تواند مورد 
استفاه قرار گیرد. اینفیمم در مسأله دوآل برای تمام :۷, لا به کمک این قضیه که 


برای درک تعبیر هندسی مساله دوگان به مراجعی نظیر ص ۲۵۹ بازارا(۲۰۰۶) مراجعه شود . در این مرجع 
مفهومی تحت عنوان پوش محدب(60۷61006 601۷6 در ص ۱۵۱ و ۳۶/بازارا و دیگران (۲۰۰۶) نیز قابل 


فصل ۵ دوگان. نقطه زینی و ارتباط آنها با بهینگی ِ 


موسوم به قضیه وایرشتراس است قابل تعیین است و در مراجعی هم چون برت 
سکاس(۱۹۹۹) ص‌‌ ((2۸ 9 بازاراو همکاران (۰۶ ۳۰( ص‌‌ ۸آمده است. 


قضیه ۵- ۲(قضیه وایرشتراس ) 
اگر ۸یک زیر مجموعه غیر تهی از فضای «بعدی" و +- ۸:]در تمام نقاط ۸ 


نیمه پیوسته از پایین" بوده و یکی از ۳ شرط زیر بر قرارباشد(ص ۶۵۴ برت سکاسء 


9 
۱( مجموعه ظ فشرده است. 
مد ح< 0 طز1 
0+ ]|| 


مجموعه [6) > (00] ۸ 6 5 غیر تهی و فشرده است. 
آنگاه بردار ۸ ۶ » چنان وجود دارد که (2)گ10]7-(0:)] 
متن قضیه از ص ۴۸ بازارا و همکاران(۲۰۰۶) 
اگر ۸ یک زیر مجموعه غیر تهی فشرده بوده] ب- :]در تمام نقاط ۸ پیوسته باشد 
آنگاه مساله 

101۳01]06(([ 5.۳ ۸ 

که درآن ۸ ناحیه شدنی است به مینیمم خود می‌رسد یعنی یک جواب مثل 2۲وجود 
دارد که در تمام نقاط ۸ ۶ ۶ داریم, (د) ۶ > )۶ پایان دن :8 


مثال ۲-۵: 
مسأله زير را درنظر بگیرید ( ص ۳۶۱برتسکاس:۱۹۹۹) 


کواعز۵ ۱۱۷۷ 
۲ ۱ ۲ دا 
تابع ؟ را نیمه پیوسته از پایین(56۳0[6001101010105 01۷7۵7 ) گویند اگر در یک نقطه مثل ۰ 5۰ ,برای هر دنباله ا 


(,) وی ۱1۳181 > () [ 


همگرا به 


۰ رابطه پر قراز بباشد: 


۳ برنامه ریزی غیر خطی 
( *) رصنج 
00< بر .و 
توجه کنید در مساله اولیه فوق محدودیت نامساوی نداریم و فقط یک محدودیت 
تساوی داریم(ناحیه شدنی آن محورعمودی است) لذا مساله ثانویه يافتن اینفیمم 
در +( 7 خواهد بود: 
| سب( د) 00-۵ :۳/0۹ 
۷ آزاد در علامت است. 
برای حل مساله ثانویه می‌گوييم می خواهیم مقدار ۷ را چنان تعیین کنیم که تابع 
(0)۷ ماکزیمم شود 
و ( 6۳ برابر | ۷۶+( :د) 101 اشا ین خا موه بت ریق تیم 
(0)0< ۷+( ۱۷۲ 
 )۲(<۵ (- 2 ۷‏ 0۳ 
در اینجا می گوییم چون مقدار تابع] همواره بزرگتریا مساوی ۷-( )0 است پس 
به ازای یک مقدار مشخص ۲ منحنی #-( )۵ (در این مورد در واقع خط 
(۷(<«)0) - (0)۳<) تکیه‌گاه تابع (  )7‏ است و باید یکطرف آن واقع شده و آنرا 
قطع نکند(شکل ۱-۵). طرف راست نامعادله یعنی ۷( ۵0)۳. نمایانگر یک خط در 
دستگاه مختصات 2-7 است با شیب ۷- و عرض ازمبدا ( ۵)۳. به ازای یک ۷ داده 
ند تا تححهگای امن است» کر ان ایغ تیا سمقوار کق رات شه: 
«ح( ۵0( ) [ شکل ۱-۵ چند تابع و چند تکیه گاه را نشان می دهد. پس 
برای حل این مساله دوآل کافی است خطی به معادله  26)۲(-)۷(<)(‏ بیابیم 


کلقر پاستاو مک مدق نکر 9و عرش از هید آم‌ تین | 0زا تاش باه 


فصل ۵ دوگان. نقطه زینی و ارتباط آنها با بهینگی ۳۷ 


مقدارئابع همواره بزرکتر یا مساوی خحط )۶ 
۲0 لست خحط در ریر منحنی قرار دارد 


6 
شکل ۱-۵جند ()لبانکیه گاه مربوط به مثال ۲-۵ 


درشکل ۱-۵ قسمت های 4 0 و » نشان می دهد که حاصل از مساوی قرار دادن 
معادله خط و تابع» یعنی ۶ حاصل از رابطه ۷-( ۲)<() گر » در جایی اتفاق 
می‌افتد که خط بر منحنی مماس است. منحنی 4 ازشکل ۱-۵ نشان می دهد با تغییر 
#هخادله خظ کحییرهی که (مفادلت تکیه کاه تقییز میک 

در شکل 4-۱-۵ فرض کنیددر شروع مقدار ۷ انقدر باشد که خط.۸7 بدست آید 
وسپس با تغییر ۷ خط را می لغزانيم تا به خط 3۷ برسد که شیب کم داشته و مماس بر 


۳۳ برنامه ریزی غیر خطی 


حال اگر ۷ را طوری تغییر تا خط به ) برسد. اینجا دیگر تکیه‌گاه قابل لغرش 
نیست به عبارت دیگر اگر شیب را بیشتر کنیم منحنی را قطع خواهد کرد . در این جا 
عرض ازمبدا یعنی ( ۷) ۵ مقدار منفی زیادی پیدا کرده است. 

پس با تغییر ۷ می‌توان تکیه گاههای مختلف را بدست آورد ولی عرض از مبدا آنها 
یعنی ( 060 مربوطه از مقدار مثبت تا منفی تفییر می کند اما در جایی بینابین» تابع 
| 0۱ هراق یک فان خاص براق, ع ۷ دا ختو ان انیا هی ند که 
مقدار بهینه تابع هدف مساله دوگان فوق است به ازای ۷ که جواب مساله دوگان است. 

درشکل ۲-۵ بعلت شکل منحنی () ۰ خط با حرکت دادن نمی تواند در پایین 
منحنی قرار گیرد» در اين صورت [ ۸ ۷+() ۶ 6« <(۰0)۷ - می‌شود. 


انگار در 0۲-0 خط در زیرمنحنی واقع می‌شود. پایان مثال ۵ 
1 


۹ و۳ 7 
شکل ۲-۵ منحنی بدون تکیه گاه 
مثال ۲-۵: 
فرش کنیت درمتال ۲۵ نيع هذف به مورت. ‏ عصت () ار باشهآنگاه باق 
هر مقدار ۷ جواب ( دح ج) اجز- ره برابر منفی بینهایت است. 
6 بازه نامحدود دارد و به عنوان نمونه به ازای ۷۱ تابع + آیر- درشکل ۲-۵ 


رسم شده است. اینفیمم این تابع 0- است: 


مه > [ + ( و ) 1 جوز 1< ۷ 


فصل ۵ دوگان. نقطه زینی و ارتباط آنها با بهینگی اف 


۳5 


+ 2و ح 


 )2( 


شکل ۲-۵ نمودار تابع 176 + 6۲- < () به ازای ۱ < 17 
در اینجا تکیه‌گاه نداریم به عبارت دیگر» خطی بامعادله 7 - (7) 0 < 7« نمی توان 
یافت که همواره رابطه ۷۲-(  )۲(<0)۲‏ ۷ برقرار باشد. به طور کلی هرگاه 
لاگرانژین از پایین نامحدود باشد (9 بل) 0 مقدار 00- را بخود می گیرد. 
پایان مار ۸ 
مثال ۴-۵ : 
با توجه به مثال ۲-۵ 


(۶(<00) 7 جک «ج ( ) >( مزع (00 

فرض کنید -<(2) کر آنگاه به ازای 1 اداریم: 
۰ < (106)۰ < ۱۵ + -)]ط[ < (۱ ۷۲۷+ ۶00) لصا < (00 ۱ < ۷ 
پس در اینجا بازای ۷<۱خط تکیه‌گاه دارای معادله 20-7 *-(00۳ ۷ یا 
شایان دک است که نمودان تکیه گاه سمکنع ایس شکل متخنی. داشقه. باشد همانتد 


شکل های ۲-۵, ۵-۵ پابان منار * 


۳۷ برنامه ریزی غیر خطی 


شکل ۴-۵ تکیه‌گاه به شکل منحن 


مثال ۵ -۵: 
مطلوبست دوآل مساله زیر 
() ۱۱۱ 
گ 
0> 1+77 
حل: 
دوآل مساله فوق چنین است: 
ا(*-1) +( د) (0)۸ 1 
0< 1 
پس داریم 
۷ ()0<( *<+1) +( )۶ 
(*ج)-(06 <( )۶ 
در اینجا شکل تکیه‌گاه (6۳ + 16۱ - ()0 < 0 به صورت منحنی است نه خط. 
ات ام دشک ه کفیراع تک موه بر ترس ی اس ی وه ی 
نقطه ,5 دو طرف نامساوی باهم برابرباشند آنگاه 
(«+1) -(0ع(,ع) ۶ 
پایان ۵ 


فصل ۵ دوگان. نقطه زینی و ارتباط آنها با بهینگی ۳۷۵ 


1 


به ازای مثلا 1+ - ۱ 


شک سای کید گاه نی دز مقال ۸28 
مثال ۶-۵ مطلوبست حل مساله زیر و حل ثانویه آن : 
(۶)] 010 

٩/ 2۷0‏ 
حل اولیه: شکل ۶-۵را در نظر بگیرید که برای مساله رسم شده است. محور عمودی 
ناحیه شدنی مساله است و (۰)] < *۰۶ ۰ < "د. 
برای حل ثانویه که در منال ۲-۵ بدست آمد چنین می گوییم: 
با توجه به شکل ۶-۵ تکیه گاه تابع. خط ()*<(۷)-(0)۷-«است. با تغییر ۷ در 
شکل زير ماکزیمم (0)۷ در کجا اتفاق می‌افتد؟ 


])( 


شکل ۶-۵ تکیه گاه مربوط به مثال ۶-۵ 
با نگاه به این شکل می توان دریافت با لغزاندن خط بیشترین عرض از مبداً خط 
یعنی ماکزیمم (6)۷(- *0) در محل تلاقی تابع ؟ با محور عمودی اتفاق می‌افتد. ‏ 


۳۷۶ برنامه ریزی غیر خطی 


پعنی مینیمم تابع10 هم همانجا اتفاق می افتد لذا "8< 0 . پس در حالت بهینه 


-1)0( 


2-۷ (۷۶)0 پس در شکل ۶-۵ به ازای ضریب لاگران؛ (۷۶60- - ۰۷ مقدار (00۷ 
ماکزیمم می‌شود. 

پایان مثال ۸ 

البته لزوما همواره در حالت بهینه مقدار تابع هدف مساله اولیه ( "8 با مقدار تابع 
هدف مساله انویه ( 0) برابر نیستند بلکه خواهید دیدکه همواره *] > * . مثلا اگر 
شکل تانع (۶ در عتاله0 دعر باه (ع‌گضلنند به صورت شکل ۷-2۵ باشد ده 
مقدار *و*9 باهم برابر نخواهند بود و به اصطلاح شکاف دو‌گانگی" خواهیم داشت. با 
توجه به اینکه نقاط مساله محورعمودی مجموعه ناحیه شدنی مساله اولیه است 
کمترین مقدار تابع 160 بطوری که در محدودیت 0  <‏ هم صدق کند در نقطه هر 
مقدارفمتته شتکافت هه کانگی ات که ادن شکل رایرمقدا 0 ۱0۸ انست: 


ت 
مج من (؟ نلعیت محع تعنامم 
۱ ۶00 - ۴۰0۵ ظ-0۸- 
کر - هرن مقدار تابع هدف اولیه 
در حالت بهته » 


سس #۷ 
پم || چه مقدار تابع هدف انویه ‏ و - بز0 
۱60 درحات یه 
1 


8 
شکل ۷-۵ مقداربهینه شکاف دوگانگی 


ممع «طتلدمل! 
تلد وجع آمصنامن ۲ 


فصل ۵ دوگان, نقطه زینی و ارتباط آنها با بهینگی ۳۷۷ 
مطلب زیر هم شایان ذکر است: 
اگرداشته باشیم 
(۶) 1 ۳010 
٩. 2)0۶( > 0‏ 
ثانویه مساله ((۷8)6 + (6) )101 < (0)1 102 خواهد بود 
(10و سطح تکیه گاه: ,(۷8)6 -(0)0 در نقطه‌ای منل ,بای مماس باشند 
)0۵ (000) ۷ 2 | () گر ۷ 
رر) ۵ 0۷ < (,) گر ۷ 
پس با توجه به اينکه بو غیر منفی است گرادیان ؟ و گرادیان ۵ در نقطه , خلاف 
جهت یکدیگرند(شکل ۸-۵). 


۷۳ 


عد ۷ 


شکل ۸-۵ مختلف الجهت بودن گرادیان های ؟,ع در نقطه تماس. 


مثال ۷-۵ 
تطایشیت دوه مساله تب وال هر ۲ ساله رورا و فراع ای عم 
۲ + ۲ < 7 < ()۲ ۳01۴ 
5 
۰ < ۴ - ۷ + 1 
۲ س_ ۲ 2 


با حل مساله به صورت ترسیمی يا با نرم افزار خواهیم داشت: 


۳۷۸ برنامه ریزی غیر خطی 


گرچه برای دوگان نوبسی می‌توان قیود نامنفی را هم محدودیت بحساب آورد ولی اگر 
(0< بر | (ک,0)< 26 

پس از نوشتن محدودیت به فرم » > ۴ + بر - ,تا می‌توان دوگان را چنین نوشت 

(0 < رای : (4 + رد )نا + + )9 < (0)۷ 102 


0 < 0 


چون تابع تفکیک پذیراست پس 
4+ (0 < را : ولا )گم + (0 < بل : رانا )لمع (06 هط 
۳ ۳ 
۹ 
20 0 
زير مساله دوگان چنین حل می‌شود: 


۷ 


‌ ۷0 ۷0 1 2 ۲ ۷0 ۲ _ِ 

مشتق هر ۲ تابع درب صفر می گردد پس توابع در > مینیممی برابر 2-5۳ دارند 
۰ 0 مر اه 

هر دو اینفیمم هم در ۵ 5 اتفاق می‌افتد؛ پس: 


4+ (چ<ی چ) کون(« )لو < (06 


اینفیمم ( 3-02 ) که یک عدد است. خودش می شودو 
2 2 2 2 2 
اد جع زر 3 
2 4 2 4 


+ 


پس از ساده سازی. مساله دوگان چنین می شود: 


فصل ۵ دوگان. نقطه زینی و ارتباط آنها با بهینگی ۳۷۹ 
شکان. زر متتین (نا0 را بر خسب 9 انم هه ایهم ان در 24 1 اتفاق 
می افتد؛ پس جواب بهینه مساله دوال برابر ۴ > * با ۸ 9۳ می باشد. 


6) 
11 


8 
0 ۳ 4 


توجه کنید که در این مساله اولیه با مقدار بهینه تابع هدف تانویه برابر شد واین به 
خاطر شروطی است که اگر برقرار باشد اتفاق می افتد ودریک قضیه « قضیه دوآلیتی 
قوی که بعد ازاین خواهد آمد ) به آن اشاره خواهد شد. شایان ذکر است تعدادی 
الگوریتم برای حل دوآل وجود دارد. با یکی از آنها در همین فصل آشنا خواهید شد. 

بررسی هندسی مساله دوال" 

سوال در اینجا سطح تکیه‌گاه (90000۲11082) چیست؟ 

جواب تکیه‌گاه به شکل یک صفحه است(شکل زیر ) 


تکیه گاه به شکل صفحه است 


توضیح: چون ()0 به صورت اینفیمم بود پس 


" از آقای دکتر امین امین راده برنده مدال طلای یکی المپیادهای جهانی ریاضی 


۳۸۰ برنامه ریزی غیر خطی 
چ (و + پر بر) ما بر ۲ < (۲) 8+( زک (06 
رو ترا ر) با( 06ج ۲ 
1 
قبلا دیدیم ۷ ار - < (9)0 + پس به ازای یک مقدار خاص له طرف راست 
نامعادله یعنی () 18 (000 < ز یا 
۱ 
۸ + 1 - الا را 2 ( 000 + لا ۱ 1 
۲ 
که تکیه گاه راتشکیل می دهد نمایانگر یک صفحه در فضای ۳ بعدی با معادله 


۱ 
4- - , 10+ 1۲< ( است. پایان مار ۵ 
۲ ۱ 


قضایای دوال! 


قضیه ۳-۵ (قضیه دو آلیتی ضعیف ) 
اگر» یک جواب شدنی مساله زير باشد(در 26 ۶ , 0 > ()8 ,0 < (106 صدق کند) 


۴ صهفاهماه ۲۶ 

۳010 ])۶( 

۰. 

,112 ۶0(ع6)ع + 0 > (2)۶ 

رباع[ 0<(عردای 0(<0ظ 

۶ 

هم چنین چنانچه بردارهای او۷ جواب شدنی دوال مساله ۳ یعنی مساله زیر باشد یعنی 
در محدودیت 0 < ۷ صدق کند. 


۲ مرجع: ص ۲۶۳ بازارا و دگران(۲۰۰۶» ص ۲۰۸۱۱۴ آوریل (۰)۱۹۷۶ ص ۲۰۱۰۳۶۵ ۲وریل(۲۰۰۳) ص ۴۸۵- 
٩‏ برت سکاس(۱19۹۹۹) 


فصل ۵ دوگان. نقطه زینی و ارتباط آنها با بهینگی ِ 
۲ حصعا09ا۵:ظ 
۱62 : ۷۱۵ +600 نا +(00)گصاع ( بو ...۰ ه۱۷ 


1<0 

آنگاه به ازای تمام ۶ های شدنی: (0)0,۷ < ()1. 
بای فا کقتنین یت کل یم تامسارم مین باکین هو و اترن 
کاربرد قضیه دوآلیتی ضعیف با نا مساوی "مين ماکس" 

چون برای هر مساله بهینه سازی, مساله دوگان یک مساله محدب است, با توجه به 
قضیه دوآلیتی ضعیف, حل مساله دوگان یک حد پایین برای مساله اولیه می دهد 
صرفنظر از میزان سختی آن. توجه شود که نقاط بهینه مسائل اولیه(۳) و ثانویه(17 .7) 
هم همانند سایر نقاط شدنی در قضیه صدق می کند لذا 

و )20 ( ۳2۳ 

لم: 

اگر(7 ,)6 < (7) و7 متعلق به ناحیه شدنی مساله 3 باشد و۰ < :1 آنگاه (ع2) 
جواب بهینه مساله اولیه و 17,۲۲۱ )جواب بهینه مساله ثانوبه است. پایان زگ 

تحت شرایطی که ۲ قضیه زیر بیان می‌کنند مقادیر بهینه توابع هدف مساله‌های 
اولیه وثانویه برابرند. 


قضیه ۵-۴ (قضیه دو آلیتی قوی) 
این قضیه بیان می کند در برنامه ریزی غیر خطی تحت شرایطی( مفروضات تحدبی 
قضیه دوالیتی قوی برقرار است. این تساوی در کلیه مسایل برنامه ریزی غیرخطی 


۳۸۲ برنامه ریزی غیر خطی 
متن قضیه! 
فرض کنید 25 یک مجموعه غیرتهی محدب در "1 و توابع 
۴ "۳۴: ] 
...بح کب ط:رع ته ۳ج 2:5۳ 
[در مجموعه؟2 ] محدب باشند. 
و فرض کنید توابع 
,1,2 اج ظ:رطاته کج ۳ظ:ظ 
توابعی آفین باشد یعنی به صورت ۸-0 ()0 باشد(۸ یک ماتریس عددی و 9 
یک بردار عددی است). 
در ضمن فرض براین می‌نمائیم که صلاحیت محدودیت‌ها بصورت زیر صادق باشد: 
نقطه[شدنی ] 26> #وجود دارد آن چنان که 0 > (2)8 (یعنی , ع ها درک تساوی 
آور نیستند) و 0 (#8)و (101۳)26 مصفر " که درآن (00(:526) -(06. 
آنگاه: (0 < ۵ :(00,۷) واه ع (0 0,۵ > 2:20 : (102)۳06 
[یعنی مقادیر بهینه توابع هدف اولیه و ثانویه برابر بوده و شکاف دوگانگی نداریم] . 
به علاوه اگر مقدار اینفیمم مقداری محدود باشد. آنگاه سوپریمم تابع 0 یا 
٩00 ]0)0:۷(: ۲ < 0(‏ در (0,۷) با 0 < 1 حاصل می‌شود. 
هم چنین اگر نقطه ‏ اینفیمم باشد آنگاه داریم: ,.,1-ن 20 (۲).ع0:8 
(بازاراو همکاران:۰۰۶اص ۷۷۷ پایان م» گا 
شایان ذکر است که انواع دیگری از شرایط صلاحیت محدودیتی هم وجود دارد. این 
قضیه نشان می دهد که تحت مفروضات تحدب و صلاحیت محدودیت مناسب, مقادیر 
بهينة توانع هذف :مساله های اوليه و نویه یکسانند.: الیته اگر مفروضات تحدب بر قرار 
نباشد نمی توان گفت شکاف دوگانگی داربم. به عبارت دیگر برقرار نبودن مفروضات 
تحدب معادل وجود شکاف دوگانگی نیست. 


ص ۲۶۷ بازاراو همکاران(۲۰۰۶) ص ۰۲۰۸ ۱۹۱۹۴ ۱آوریل(۱۹۷۶) ص ۵۱۴ برت سکاس(199۹) 


فصل ۵ دوگان. نقطه زینی و ارتباط آنها با د بهبنگی ۳۸۳ 


۴-۵ ارتباط نقطه زینی لاگرانژین و بهینگی" 

علاوه بر شرایط لک برای بهینگی» شرایطی هم با استفاده از مفهوم نقطه زینی 
تابع لاگرانژین برای بهینگی ارائه شده است. 

می‌توان نشان داد که در واقع شرط لازم و کافی برای وقوع ویژگی(1012:0)در 
قضیه دوالیتی قوی. وجود نقطه زینی در تابع لاگرانژین است. که ذیلا به آن می‌پردازيم. 
ابتدا به تعریف زیر توجه کنید. 


۱-۴-۵ نقطه زینی تابع لاگرانژین 
تعریف: مساله ۴ را در نظر بگیرید:. 
۳۲ صهمافاه ۲۶ 
() 101 
51 
0> (2)05 
2-0 ()0 
۶ 
یک جواب مثل (11,۷,) نقطه زینی تابع لاگرانژین 
(۱۷۵۵ ۵۵0۵+( (۷ با ی[ 


نامیده می‌شود اگر 2۶ > > ۳ 110 و 


0< ,226 ۷ (۷ ,لاب > (۷ لا 16 ک (۷ با 6 1 
(ض ۲۶۹ بازاراو همکاران:۲۰۰۶ض ۲۰۸ آوریل ۱۹۷۶ و ض, ۴۹۶ برت سکاسی:۱۹۹۹) 
قضیه زیر شرط نقطه زینی بودن جواب معادلات 0< ,]۷ را بیان کرده و نشان 
می دهد وجود نقطه زینی یک شرط لازم و کافی برای نبود شکاف دوگانگی می باشد. 
به عبارت دیگر اگر تابع لاگرانژین نقطه زینی داشته باشد, قضیه دوالیتی قوی برقرار و 


این نقطه زینی اینتت: 


«انمنامه 0صه اصتم۳ 620016 ۱ 


۳۸۹۴ برنامه ریزی غیر خطی 


قضیه ۵-۵ : شرط زینی بودن نقطه برای تابع لاگرانژین وکاربرد نقطه زینی در 
بهینگی! 

ص ۲۶۹ بازارا و همکاران(۲۰۰۶) 

در تابع تن مساله ۲ یعنی 

11 ۱: ۱۷( ۶6۵ ۰۱۵ ۵00۱۷۳۸۵ 

نقطه ,2,12 که در0<ن۷1" صدق می کند با شرط 62 , 0< 1 یک 
نقطه زینی برای بآ محسوب می‌شود اگر وفقط اگر سه شرط زير برقرار باشد: 

شرط ۱- 


61 :۷,۷ ,),]1 010 < ( ۷ ,۱ ,)1 
توجه کنید: 
۷ متغیر نیستند و (1,),1,۲۷ تابعی برحسب فقط است. 
این شرط یعنی مینیمم این تابع (مقدار تابع به ازای وزو2) برابر (۷ ,0 ,)1 است 


شرط ۲- شرط شدنی بودن: 
0( ,0 (2)0 


شرط ۳- شرط مکما 


20 (6) ,2 
ِِ 
به علاوه (16,11,7) یک نقطه زینی تابع لاگرانژین است اگر و فقط اگر 6 جواب بهینه 
مساله اولیه زیر 
(1)۶ 1010 ۲ م00۵۱ ۳۲۶ 
.۰1 
0 > ()2 
0< (۱06 
> ۶ 


ممع نافیل د ۶ه ععصعوطه عک باتلفصتامه کصتوم ۱6 


فصل ۵ دوگان, نقطه زینی و ارتباط آنها با بهینگی شا 
و (۷,) جواب بهینه مساله ثانویه 1 یعنی 
(«,00۲ .. ۷۲2( داصهاطاه۲ 
۷<0 5.1 
بوقه و اخطلاقی نی ق مدا مها مب میهف خی تاه یعنی (0)17,۷ < ()1 
با 0 - "8 پایان تیه قا 


۱-1-۴-۵ اهمیت نقطه زینی تابع لاکرانژین () 
این مطلب در قضیه فوق مشهود است که اگر ما موفق به یافتن نقطه زینی تابع 

لاگرانژین(1) مساله اولیه شویم جواب بهینه مساله غیر خطی اولیه را يافته‌ايم. در این 
رویکرد هیچ فرض مشتق‌پذیری برای تابع هدف و تابع‌های محدودیت ها در نظر گرفته 
نشده است. 
استنتاج(620۳011277) 

اگر 2 ب, 8 محدب و ۸۷۲-9 2 (۶) به علاوه (2101۳006 مصفر و نقطه‌ای 
مانند 26 6 وجود داشته باشد که در آن نقطه 0 > (08ع , 0 (۰8)۶ حال اگر 
یک جواب بهینه مساله 3 باشد بردار (۲,۲7) با 1210 وجود دارد بطوریکه 
(1,۲,) یک نقطه زینی برای تابع لاگرانژین است. اثباث در بازارا و همکاران (۲۰۰۶) 
ی ۲۷۱ آمقه ایک 
مثال ۵ -۸: 

الف) نقطه زینی مساله زیر را بيایبد. 

ب) آیا این نقطه شرایط بهینگی مندرج در قضیه ۵-۵ را ارضاء می‌کند؟ 


]۷۲ 7 

٩.1. 

۰ < ۱+ 26 و 
۰ 


مومع «اتلدنل ۵۲ ععصمووا۸ ۱ 


۳۸۶ برنامه ریزی غیر خطی 


حل 
الف) تابع لاگرانژین 

[1+ تل) پیب < ( ۲۲,۷ ,7 
ساده‌ترین راه یافتن نقطه زینی صفر قراردادن گرادیان .1 ( در این جا مشتقات نسب 


تابع بآ نسبت به ,لا )است: 


رل 

1 0[ 1-7 ی 
9 ح 22 تک ۳ 20 ,۷ 

2 12 رل 

0< 1-۰ و 

۷ 


بررسی شرط اول قضیه ۵-۵ 
2+ لیر «ع(22 12,7 ۰ 1-(1+1-)1+2-( 1۳,7 


۳ 1 
مینیمم تأبع (/:)را با صفر قرار دادن مشتق تابع (و-سد-۱| به دست می 
ده 


پراپر 1( ,1/۲ است. پس (۷:) طع ( ,1,7۲ 
شرط دوم قضیه شدنی بودن است: این نقطه(۱< 7 ) در محدودیت ها صدق می‌کند: 
بررسی شرط سوم قضیه: آیا 0 (5): 1.8 ؟ 

7) +۱(-0  )2()-1+(-0 


پس نقطه 2 < 1 1<- زر نقطه زینی تابع لاگرانژین مربوط به مساله اولیه بوده ودر 


نتیجه شکاف دوگانگی وجود ندارد. پایان متال ۸ 


" از مهندس هادیان دانش آموخته ارشد دانشکده فنی دانشگاه شهید باهنر کرمان 


فصل ۵ دوگان. نقطه زینی و ارتباط آنها با بهینگی "1 


درمثال زیر بررسی می شودکه آیا یک نقطه حائز شرایط 16161 در شرایط بهینگی 
نقطه زینی صدق می‌کند یا خیر. 


۲ 
مثال ۵ -۹: آیا نقطه ِ 7]-<. که در مثال ۲-۴ امکان بهینه بودن آن 
2 


قبلاً برای مساله زیر 


۱ 
ازطریق یک قضیه در مبحث ضرایب لاگرانژ بررسی شده و ضریب لاگرانژ برابر 7 بدست 
آمده بود» شرایط قضیه نقطه زینی ر ارضاء می کند؟ 


حل 
بزرسی شرط اول قضیه ۵-۵ 


(26> : (۲۷ ,17 ,/1) 010 < (1.),17,۷ صدق می کند؟ 


مینیمم تابع لاگرانژین را یعنی تابع( ,۷ ,0 را » با صفر قرار داشتن گرادیان تابع 2 
داست می آوریم: 
(2- رد ر۲6ج ود+رع ( 1,۲,۲ 
۳ 5 رل 
(11) نع 205 2 +51< اعد 
۲725 2۳ 


#ه 


(1). لح روج رز چت 

ات ۳ رل 
حع<رر ج< 20 ر 27 +21 0< سح 
2 


2-2 (2- 1+ 1+20 +21 ((1,):۲۱) صن 


و0 


از خانم مهندس نسرین عامری دانش آموخته کار شناسی و ارشد دانشکده فنی دانشگاه شهید باهتر کرمان 


۳۸۸ برنامه ریزی غیر خطی 


21 ۶ 2 2 
كت ۱ ِ و(2 - وک + )۷+ 5+ ,5 < (,۷ :1,5 
2 و 


2-<(1+1-2) ۲۷+ 1-+ 2-1 (۷ ,ج):1 
۲- بررسی شرط دوم ( شرط شدنی بودن): 
0< (۱06 , 0 > () 2 
0 - ( )1 چب 0 < 2- *(1-) + *(1-) چد 20 2 - + ۲ 
بنابراین شرط دوم هم برقرار است. 
شرط سوم(شرط مکمل) اینجا مورد ندارد زیرا محدودیت نامساوی نداشتیم . 


پس نقطه جواب د- 7 ]یی نقطه زینی برای تابع لاگرانژین مساله 


اولیه محسوب می شود 9 شکاف دوگانگی نداریم. 9 در ضمن نقطه (۱- 1-»- 
جواب بهینه مساله اولیه یعنی 
۳2 2 1210 
2 2 
2 2+ 2 .6 
(--_- : :. : 7 
و 7 < ۲جواب بهینه مساله انویه مربوطه است. پایان مثال ۵ 
دوگان مساله کوادراتیک 
جهت بیان یک قضیه دیگر مساله های غیرخطی 00۳,20۳ را در زیردرنظر بگیرید: 
1 
9 ۶+ 1 < () ۲ ۷۷ (۳۵۳) 


9ِّ ۸۱۲ <0 0 ۷۵ 

کان ان 

۸۵ یک ماتریس حقیقی 7*77 با رتبه 10 

9 یک بردار حقیقی: "10 ر 

6 یک بردار حقیقی: *1 » 

یک عدد اسکالر 

۵ یک ماتریس حقیقی متقارن 7 ۸۷ 

_ یک بردارشامل 1 متغیر 


فصل ۵ دوگان. نقطه زینی و ارتباط آنها با بهینگی ۳۸۹ 
مساله ۳0۵۳ یک مساله از نوع موسوم به کوادراتیک است « ص ۱۸۵ آوریل,۱۹۷۶). 
0 1 
"0 ظ 00۲۰۵ 1۵ رطومل 


گ 
6< ۷- ۸۱ 
10 < 1 
که قراخ 
۷ یک بردار ستونی" متغیره؛ بجای ۲ درتابع هدف 6- ۸7< ۷ می‌تواند قرار گیرد. 
یک بردار ستونی شامل 1 متغیر 
 »‏ یک بردار ستونی اسکالر 
"0 ترا تهاده بردار ر] 
فتاله ی حطی ۳۵ بک »تساه اد توق موس هه وان امک اس متاله 0( 
غیرخطی و دوگان مساله اولیه ۳0۵۳ است( ص۱۸۷ آوریل,۱۹۷۶). 


مثال ۱۰-۵ 

در مشاله مر 0 باب و( )عم )۸ ۲ 
۳ )0 و(ه ۱) < "9 می باشد مسایل اولیه و انویه را بنویسید 
1 


فتاه نآزا یه زنط 


6( ناه هناودنه 


/ ۲ ۲ 
جرب ر ۲ -عر یر ۳ ۲ 2 


۱ ۱ ۳۵ ۳ 
اب 2 

مساله دوگان: 
ِِ ۷ 


كت کل تلع 
۷ ۳ ۹ 


۳ برنامه ریزی غیر خطی 


"۷ ۳ ۰.۷ ۱ 1 
زج ار ی هل 
با |[ ۰.1۳۷ ۰.۳۳۳۳ ۲ ,4 


0 
پر (ج) ( ب مرن 


1۷2 000 - 


1 ار اد ۳ (/ ۳ 1 


.59۹1 
۰ ای 10 
قضیه ۶-۵ (قسمتی از قضیه ۷-۶ ص ۱۸ آوریل۱۹۷) 


مسایل ۲۵۳ ,20۳ فوق را در نظر بگیرید؛ اگر ( "0,۱0 نقطه زینی تابع لاگرانژین 1 
مساله ۳۲۳ که مطابق زير برای هر ۴ و ۰ << ]1 داده شده. باشد: 
۱ 
[رط - 2 (ره)] راب - 202 ٩4+‏ 62 +0 < (۷۷ ,)را 
( رابطه ۷-۴ آوریل,۱1۹۷۶) 


که درآن 

ستون 1 ام ماتریس‌۸ 

زط عنصر1 ام بردار9 
آنگاه "6 یک جواب بهینه مساله ۳۵۳ و *ا یک جواب بهینه مساله 20۳ بوده و به 
علاوه 

( م0 ع (مر ییا ( ۲ 
به طوری که مقدار *7 < ۷ در رابطه زیرصدق می کند « رابطه ۷-۲۱ آوریل. ۱۹۷۶ ص ۱۸۷):: 
6 < ۷ - ۸1 

پایان ره 8 

توجه کنید که 


فسل ۵ دوگان سقطه ویتی و ار تباط آنها با بهدنگی ۳۹۱ 
(1۸ ,)نا داده شده در قضیه فوق همان (16) 0 1 + () < ( ,)1 
برای مساله ۳ بدون محدودیت تساوی است. به عبارت دیگر (1۸,/,] حاصل از اين 

رانظه یرای مساله آفلیهبا ( را دانه شقه در قضبه: ۶-۵ یکی اس 


مثال ۱۱-۵مطلوبست بررسی قضیه ۶-۵ با مثال ۱۰-۵. 


حل 
رب ۲-۱ رب رح( 10 ۳1 
1 
۸ ۲ + 26۱ ۳۲ 
۵ <2 +26 + 6۱ - 


[۵ - «(ه)] به < - همع > (ابما 


9 1 ۸< 
۳ ۱ 


[۵ - ( 6 خ(ه)]به - [۱ - (ی) (ه)]ببه- ۵ + پد + بط - هدند > نایم 
۲ 2 ۳۲ 
٩-1] ۲۳( ۳ 1 [‏ + + ,۲ - ۲+ ع (ا ,۱,6 
2۱ 
[* - یی (۱ ۱-)]ببه- 


(۵ با )۱ (۱ ۲۶۰ 4 )هه دا ۲ - + < (0 رکت)ر1 


بافتن نقطه زبنی تابع (۱۷ ب)ر1: 
یک شرط زینی بودن نقطه برای تابع بآ صدق نقطه در ۰< ۷ است. 


( -اين قضیه عکس هم دارد .عکس قضیه ۶-۵ (بر اساس ص ۳۲۷ پی دی اف آوریل,۲۰۰۳) 
اگرمساله 00۴ پایدارا (212016) باشد و "6 یک جواب بهینه آن باشد آنگاه یک بردار "لا وجود دارد به 
طوری که (*0,۷) نقطه زینی تابع لاگرانژین 1 می باشد و 

اگر مساله ۰1200۳ پایدار باشد و "لا یک جواب بهینه آن باشد آنگاه یک بردار *16 وجود دارد به طوری که 
("۵ ,0۴ نقطه زینی .1 می باشد. 


تعریف مساله پایدار در قضیه ۲۰-۵ ص ۲۲۵ آوریل(۲۰۰۳)مده است. اجمالاً اينکه درمسائلی که پایدارند» توابع 


آنها بینهایت نمی شوند. 


۳۹ برنامه ریزی غیر خطی 


رها ور )با( )هچ مر ۲ ار < (0 ,1,6 


همانطور که در زیر می بینید با قرار دادن ۰ < ,۷ جوابها چنین است: 
۹۷ _ ارس ۸ ۳۹ 


۳ 2 ۷ 2 ۶۲ 2 ۶ 
رل 
14 ۲۳1 )۷ جت «< سب 
0۳ 
رل 
لو بو اج ترآ چگ | ,9 
0 هت 0۳ ۳ 
رل رل 
۲2,۱۰ ۷ ۳ جح وج سس 
0 )"0 
رل 
وج ۵ را رت گت «ح اسب 
۳ ۱ 2 
۷ 
0 2 ی 
۱ ۳ 
جواب دستگاه چنین است:(از سایت۰۸/۵1/۲۵۱۱۵102,00150 ۱۷/۱۷۱۷ ) 
۹۷ ِ- ۸ رت 
1۵ ت ۱۳ ۰( ۶ ۲ ۳ 3 2 


بررسی و تحقیق زینی بودن و شکاف دوگانگی 

برای بررسی اینکه آبا جواب حاصل از ۰ < ,]۷ نقطه زینی است يا نه, توجه کنید 
اگر این نقطه جواب در قضیه ۵-۵ صدق کند زینی بوده در نتیجه شکاف دو گانگی 
نداریم و اگر در آن صدق نکند. تابع بآ نقطه زینی نداشته و در نتیجه شکاف دوگانگی 


داریم؛ یعنی جواب بهینه توابع هدف اولیه و دوگان برابر نمی‌باشد. 


حل با متلب: با دادن ماتریس ۸ و بردارطرف راست و انجام دستور 107)۸(*0 


:[ه 
#(۸) و << 


فصل ۵ دوگان. نقطه زینی و ارتباط آنها با بهینگی ۳۹۳ 


بررسی شرط اول قضیه ۵-۵ 
(62 : (۷ ,0 ,)0010/1 <- ( ۷ ولا ی<), ] 


< (11 ,1,)6 
۲ ۲ 
۸ ۷ بمِ ۷ ۷- 
۳۱-۱-۱۱ +۳۱ |+| -]+|-|۲- | -|+ | س- 
۳ ۳ ۳5 ۳ ۳ ۳ ۳ 
۸ ۷ ۹۷ 
چح | ۵ -|- |+| | | - 
۳ ۳ ۰" 


تاشای: 


)-۷۱۳ (۰ ۲+)۸۵/۳(۰۲-۰۲)۰۷/۳(۲)۸/۳(+۵-)-۱/۱۵( )۳)-۷/۳(+۲*)۸/۳(-۰۱( - ۵ 
(۴ )-)-۷/۳(+۲)۸/۳(-۵(-< 


1:6, 11( 2 ۹ 


وووو ([2 ۰ (۷ ,10 ,1.)6) 0010 - 
<- (11 ,1,)6 


۹۷ اب ۲ ۲ 
(ه - + «)- -(۱- ۳ ۷ -ه + اک از 
۲ ۱ ۲ ۱ ۱ ۲ ۱ ۲ ۱ 
با صفر قرار دادن مشتقات نسبی: 
۱ 
7 و ۳۹۶ 
ات 1 شنت اج :کح 
۳۳ ۲ ۳۳ ۱ 1۷ : 
و ۱ 
۱۵ ۱۵ 
2 ,77111 


۹۷ ۱ 
۷ (۵ ن) کر ۳۲۲۱+ ۳6۳۷ (م)-۲+۵ را ۲+۲۲ کر 


طرفین رابطه مربوط به شرط اول قضیه ۵-۵ یعنی 
(62 :(۷ ,۱ ,]0010۱ < (۷ وتا ب<)[ 
لذا نقطه فوق زینی نیست و بآ نقطه زینی ندارد. گرچه لازم نیست ۲ شرط دیگر 
بررسی شود اما جهت آشنایی. نحوه محاسبه انجام می شود. 


قبط ۲ قضیه ۵-۵ فلز كِ- کت اس 


۳۹۴ 


۵+ ما۲ + ۲, ۵ 2 26۲+ 7 - ,2۱ ۳2۶۲ + ۳2۳۱ 
قرط ۳ یه ت۵۵ 


80-0 ۰:2 


0 ,لا ,لا 


برنامه ریزی غیر خطی 


۲۵-۱ +2 )5 (۱- ۷ + )هه 2۱ 


۳ 


٩۷ ۸۷ ۸ 


۲ ۳ 9 ۹۷ ِ ِ- کد. ۸ ۷ تِ 
لذا در پاسخ سوال اینکه ایا نقطه 1۵ << 1۳۳ . ۵ 2 ,لا ۳ ۳ 2۱ 


زینی است. می گوییم چون در قضیه ۵-۵ صدق نمی کند پس زینی نبوده و لذا ,1 
نقطه 5 نداشته در نتیجه شکاف دو گانگی داریم 
آپا رابطه زیر مندرج در قضیه ۶-۵ بر قرار است؟ 
( ,0/12 <(1 رکن) ال 6] 
صرفاً جهت آشنایی. نحوه محاسبه انجام می شود. 
1 
9 ۴ 0 < ( )1 
0 بر( ۵+0( )1 


(ب )۵ و(۱ ۲ *موه-ه 
( ۱ باه هو و6 روا 


۲ 
۳ 0 4 


۵۱ + ۲+ ۲ ۲۲ ۱ ۲۸۲ ۱۸۲-(006] 
۱ ۵۳0 +( ع+ ۵ (6(6] 
۱ -<( :10 

قبلاً ۲۴,۸۸۸۹ - (13 ر6)ىا بدست آمد. 
۱( ,0157 


0 ود + 4 1 - ( 00:۲ 


فصل ۵ دوگان. نقطه زینی و ارتباط آنها با بهبنگی ۳۹۵ 


گت ۲۰ 
(ه )عط ول )0 ودعه 
۱ ۳ 
۳ ۳ [ نت 
(۵,۲۶۶۷ ۴,۶۶۷ )سنج م۷۸ ب راح< 4 
"۳ 
ِ- 
۷ ۷0 ۵+ < اج ع(۷ رنط)۵ 
۵۲۶۶ ۴۶۶۶۷ لد 2 ) 7 


۰ ۱۸۰۱۲۸( 
۳ <0(۰۷) ما ۵۷ جنا بل 
پس (۷ ,0612 <(1 ,1,6( )1 برقراز نیست و مقادیر ( ۰102( ,)نلو(۷ ,)0 با هم برابر 
نیستند . نتظار هم می رفت زیرا .1 نقطه زینی ندارد. بایان منال ‏ 
قابل ذکر است که روابط بین ۲ نوع شرط بهینگی یعنی " شرایط 11۲" و "شرایط 
مبتنی بر نقطه زینی " مساله 
(16۶ 1 1۷۲ 
5 
0 > (8)5 
0 (10)۶ 
۶ 2 
در مراجعی متل ص ۲۷۲ بازارا وهمکاران(۲۰۰۶) داده شده است. 
چون در برخی روش هاء تقریب خطی منحنی ها بکار می‌رود ذیلا توضیحی در این مورد 
شامل تقریب خطی برونی آمنحنی ها وتقریب خطی درونی ‏ منحنی ها آورده می شود. 


۵-۵ تقریب خطی برونی و درونی منحنی ها 

گاه در الگوریتم های حل مسایل غیرخطی توابع مسأّله باید به طور تقریبی خطی 
شوند. منحنی های این توابع می‌تواند از داخل یا خارج منحنی با یک سری پاره خط 
تقریب زده شود. درتقریب موسوم به خطی برونی (دکتر اصفر پور:۱۳۸۱ ص‌۴۲۵)پاره خط‌های 


۲ ۲ ۱ 
م2 حمصن. ماه 


جمناعمتنععصنا تمصوز ۲ 


۳۹۶ برنامه ریزی غیر خطی 


تقریب زننده منحنی درخارج انحناء منحنی واقع می شود و در تقریب خطی درونی پاره 
خط های تقریب زننده منحنی در داخل انحناء منحنی واقع می شود. شکل های ۹-۵٩و‏ 
۱۰-۵ نمونه ای از این ۲ نوع تقریب است. 


ناخیه شلنو, او 


برای خطی سازی برونی + 


9 اسر - ب) + کنو 


شکل ٩-۵‏ تقریب خطی برونی 


(اصغر پور ۱۱۳۸۱۰ ص 11 » برت سکاس:۱۹۹۹ص ۱۱۸ و 


۵۵۵۱۵-۱۳۶ ۵۳/۱۱۱۷۸۱۷۵ ۵,۰ 600/۱:] ۵۵۰3۳1 110://۷۷ظ ص ۶۲۰۱) 


۳۹ ۶۴:۵( 


ناحیه شلني , 


شکل ۱۰-۵ تقریب خطی درونی 


۱۳.۶ اد ۵۳/۵۸۱۸۱۷۸۸ ۰ ۰۵00/۱۵ ۷۵۵۰10 ص 1۲۱ 


۶-۵ حل مساله دوگان 


یکی از مشکلات بهینه سازی مساله دوگان لاگرانژ وقتی است که تابع هدف درهمه 
نقاط مشتق‌پذیر نباشد.؛ لذا الگوریتم‌های گرادیانی نمی تواند مفید افتد. برای حل مساله 
دوگان الگوریتم‌های چندی ارائه شده است. غالبا این روشها از برنامه ریزی خطی یا 


برنامه ریزی درجه ۲ يا برنامه‌ریزی محدب کمک گرفته‌اند. ازجمله پژوهش‌های این 


فصل ۵ دوگان. نقطه زبنی و ارتباط آنها با بهینگی ۳۹۷ 
دارد(به نقل از دب و همکاران,۲۰۱۳). بازارا و همکاران(۲۰۰۶) یک نوع روش برش 
صفحه ای برای حل مساله دوال ارائه داده اند دب و همکاران هم الگوریتمی بنام 
الگوریتم بهینه سازی تکاملی مشترک" برای حل مساله دوگان ارائه داده اند. 

دربرخی از الگوریتم های حل مساله دوال» در هر تکرار یک جهت حرکت تولید شده 
و یک مقدار گام( 512 0اه ) در طول این جهت اخذ می‌شود تا نهایتاً ماکزیمم تابع 
دوال لاگرانژ بدست آید. در همه اين روش ها لزوماً تحدب و تعمیم آن نقش مهمی 
وآوربل» ۱۹۷۶ ص ۴۷۷ مراجعه شود). روشهایی هم جهت حل مسائل دوگان وجود 
داد که برای اف دسته مسایل غیرخطی. قابل استفاده است که برخی از ویژگی های 
برش صفحهای اند. ذیلاً به الگوریتم های برش صفحه ای جهت حل مسائل دوگان 

ض ۳۹ ۰ ۳ 

۱-۶-۵ روش های برش صفحه ای 

دراینجا صحبت ازیک سری الگوریتم باعنوان برش صفحه ای است که دربرنامه ریزی 
غیر خطی ارائه شده اس و برای حل ۳ دسنه ازمسائل غیر خطی بکار می‌رود که برخی 
قگیوای موب وق تایه ری ۲۱۳۲ اون ۱۹۶ ابا دک است دزی 
الگوریتم ها لزوما تحدب و تعمیم آن نقش مهمی ایفا نمی کند. از جمله روشهای برش 
صفحه‌ای روش ارائه شده توسط کنر سال ۱۹۶۰ است که از جواب ناشدنی " بهتر 
از بهینه" شروع می کند تا پس از چند تکرار جواب [شدنی وأ] بهینه بدست آید(هلیه 9 
لیبرمن:۱۹۶۸ ض۵۸۹. اصل ژیربناتی روشهای برتن صفحه ای اشست که فضای شدتی 


تصفصک] 0صح طععلقام۱0 
جمناحمنصقو0 اقب تومممتاتاو من 
" 01200 ۱0661۳2 /)مراجع: ص ۲۸۹ بازارا و همکاران (۲۰۰۶)» ص ۴۷۷ آوریل(۱۹۷۶) ص۶۱۸ برت سکاس( 1۹۹۹ 
" استنباط نگارنده از این جمله این است که اگزتوایع در مساله اولیه محدب کامل هم ثباشند الگوریتم های برش 
صفحه ای به انها قابل اعمال است 
رما[ * 
روش برش صفحه ای طزها0۳626-00105)-166116 در ص ۴۸۱ آوریل(۱۹۷۶ قابل مطالعه است. 


۳۹۸ برنامه ریزی غیر خطی 
یک ۳ را با یک مجموعه متناهی از نیم فضاهای بسته" تقریب می‌زند و دنباله‌ای از 
مسائل برنامه ریزی خطی تقریب زننده حل می‌گردد.(ص ۴۷۷ آوریل»۱۹۷۶؛ ذیلاً پس 
از یادآوری مسایل اولیه و انویه. یک روش برش صفحه ای برای حل مساله دوال لاگرانژ 
توضیح داده می‌شود 


۳۱۵۱ 

۳/0 ۳ 

از 0>( )رم .51 
6و 1< و[ 0-(۲) :۲ 

2 2 

],۵8۲۵۱86 ۲۶ ۵ 

۸/۵ 0) ( 

81. 1 210 

1۱۱/۵ 


((۷,۱۷,) ) گضا - ( «)0 


0 


۱-۱-۶-۵ روش برش صفحه ای بازارا و همکاران برای حل مساله دوال لاگرانژ 

علاوه بر روشهای کلاسیک " که برای حل مساله دوال لاگرانژ مورد استفاده قرار 
اتکی روت ها دنه اتف گنای ماه پر رش | سس 
عنوان نمونه روش مقاله کنیک (۲۰۰۷) وکتاب بازاراو دگران (۲۰۰۶). در روش برش 
صفحه ای ارائه شده توسط بازارا و همکاران, تابع دوگان در هر تکرار با تابمی خطی 
تقریب زده شده و بهینه می‌گردد (ص ۲۸۹ بازارا و همکاران ۲۰۰۶۰). بدین ترتیب که 
با توجه باینکه تابع هدف دوال بصورت زیر تعریف گردیده 


28و کلقط 0عومل گم اعد منز ۱ 
مانند روش]۵7۵0160 ناو 


عنطم>1 ۲ 


فصل ۵ دوگان, نقطه زینی و ارتباط آنها با بهینگی ۳۹۹ 


22 ۲ : ۱۷۹۵0۵۱۷۵۵۵۸ +(۲0۵) کص (۷ :000 
اگر متغیر 2 را برابر (000,۷ - 7 قرار دهیم برای تمام 62 نامساوی زیر باید 


برقرار باشد. 
(۱۷۵/۵+ ۷۵00 +7100 
لذا مساله دوال یعنی ِ_ِ ِِ فان مساق خی تفه 
: 0<ن 1 
02 
.5 


7. > 1)00(+ ۱۷۵0۵ + ۱۷۲۵۸ 5 2 
0 

آیق .له ي اساین متقب‌های فلز یک ساله خطین استه. هر اه خل با اند 
مساله دوال مرتباً با یک تابع ازنوع خطی به طور برونی تقریب زده شده وبا روش 
سیمپلکس بهینه می‌گردد. 
۲-۱-۶-۵ خلاصة روش برش صفحه ای بازارا و همکاران (برای حل مساله دوال لاگرانژ) 

0 10 0۱0۵۵۲ ۵۲ هه ما0 

فرشی کییا. که کح و تهايع, مسته ۵ کر یک ضوع ففرهه اس بو که 
مجموعه (۷: )26 برای هر ,لا غیر تهی است(ص ۲۹۰ بازارا و همکاران(۲۰۰۶). 

نقطة > و۲ را آن چنان بیابید که 0گ (6)0 و <(200/. را یک قرار داده 


(2۱) و به گام اصلی بروید که در آن ۲ مساله(اصلی و فرعی) باید حل و مقادیر تابع 
هدف آنها مقایسه گردد. 


60 3272872)7۰۰7. ۰ 60صناوطا عک 0عومله طا0ط ما افطل مهم و اعد آموم‌مطمی خر ۱ 
" منظور از مجموعه (26)11,۷ عبارتست از (اقتباس از ص ۲۷۷ بازارا و همکاران۲۰۰در مورد(26)1۷): 
نز و یط 1 7 ند : 1 رت 
وتا ۳ ( وتات با ( پوت ۵1 تعحاططا 2101 15 25 : کی ار ,نار 


زر نان 71 2۶ 1.6 جر که ۳ 


۴.۰ برنامه ریزی غیر خطی 


گام اصلی 
الف)مسأله اصلی (۷۵5067) خطی زير را حل: 
۳ ات 111 
8 
1- ,0۰1,۵2 <[ (رعاط 0 زر جع نا زرج) ]اک 2 
زا 1۲ 
وجواب بهینه تکار را با ( ۷ برلای2) نشان دهید. 
ب)مساله فرعی زیرین را حل کنید. 


() ۲ + ()2 0 +(۲0 صل 
۶ ۶« 


وجواب بهینه آنرا با ,۶ نشان داده و مقدار تابع0 را از رابطه زیر بدست آورید. 
(۲ ۵ + (10- (۷ ,000 

گر کز. این فکراز مقادیر تابع هدف-مسایل اضلی .و فرعی بعتی. 2و( ی )۵ 
مساوی شدند: ,000۷ 7.آنگاه متوقف شوید «بازارا و همکاران.۲۰۰۶ ص )۲٩۹۱‏ 
یک ونر شب وال اه ی ای ی یی دنه مار ۳ 
(۷,۸ +001 < 2 نامساوی +20 تا +() ]2 را به مسأله اصلی 
اضافه کنید. (۷:ای2 قبلی دیگر جواب مساله جدید نیست) مساله اصلی جدید باید 
مضتا سا شوی رات ایو عفر عاحهی کام اخلی عکرار کشق ۱ 

مثال ۵ -۱۲: ص ۲۹۲ بازارا و همکاران (۲۰۰۶) 

مطلوبست ثانویه مساله زیر و حل آن با الگوریتم روش برش صفحه ای. 


+ (2-رم) -(«) ۶ 1/۰ 


17 
کی ماو ۱ 9 .ٍ5 
حل: ناحية شدنی در شکل زیر رسم شده است 


برای یافتن یک جواب شدنی اولیه در حالت محدب بودن از طریق حل یک مسأله1 مطالعه مراجعی نظیر 


فصل ۵ دوگان. نقطه زینی و ارتباط آنها با بهینگی ِ 


گر #تِ رز 4 < 32+ 22 


نوشتن دوگان: 
با تعریف مجموعه 26 مطابق زیر 
۴ ۲۲۲۸( ,۲دی))< ۲ 


تابع هدف دوگان را می نویسیم: 


۷ ۱ ۲ 
۳2 2 
۲ < ۲ 1 
۱ ۵ 
نقطه شدنی" اولیه برابر (- -)< . در نظر گرفته شده است که نقطه‌ای روی خط 
۳۲ ۴ 
۴ < ,۳ ,۲۲ می‌باشد. 
گام اصلی 
تال الم ها رل 
۸ 102 
5 
(م)ع 0 +() ]1 >.7 


1 < 0 


با توجه به اينکه ,)2+ (۱-)<() ۶ وت ( تا 


" یانتن جواب شدنی اولیه در حالت محدب بودن باحل یک م1 در بازارا(۲۰۰7) ص ۲۹۳ 


۴۰۲ برنامه ریزی غیر خطی 


2 ۷۶۱۱ 
م ۱ ۷ ۵ و 
ها ی ده + | ۲-- > ج 
جع( | ادا (| 
(() 4)» («د) ‏ 
2۰ /1 
یا 
2 ۸۷۵۲ 
.۰ 
۳ ۵ 
2۰ 14 او بت که و 
۲ ۸ 
جواب این مدل خطی ۲ متغیره که بطورترسیمی هم قابل تعیین است چنین می باشد: 
۵ 
1 بت << 7 
۸ 
۵ 
* ۶ ولا < 11 2 
مساأله فرعی 
(),۷۲۵+() ۶ ۳ 
6 ۶ .51 
» 7 
9 3 
لذا مسأله فرعی چنین می شود: 
1 
0+ (2-,ند) - ر] ۷/۷ 
.۰ 


4 < ر 3۲+ ,2 2 22۸ ۲ 
جواب این مسأله را باید بدست آوریم. یک راه اینست که گرادیان تابع هدف را صفر قرار 
دهیم اگر جواب معادله حاصل شدنی هم باشد قابل قبول است. 


2, -4 


22 ,۲ 
< ,۲ ج- 0 < 2۱ ,]۷ 
20 ر 1 ت13 


چون ۶۸ ,۷ پس شدنی و قابل قبول است. 


فصل ۵ دوگان. نقطه زینی و ارتباط آنها با بهینگی ۳ 


0۶۵0+ [2-2)- (رد) زب (رد) ۵0-۳ 


<20 


چون بِ ,2 > 00-0 متوقف نمی‌شویم. به مسأله اصلی محدودیت (,۷۵,)۲+() > 2 


را اضافه می‌کنيم. چون 1-1-(2-20- ( )6 . 2:0(<0) ۶ () ۶ 


بایدمحدودیت جدید .+50 2 را اضافه کنیم. 


مسأله اصلی جدید 
تکرار دوم ۱۳۲+ 1622۱ 
,۸ 11107 
5 
و 2 
2 8 
> 2 
0 < 1 


باید مساله را طی چند تکرار حل نمود. دنباله (,لا) به نقطه بهینه *< "له همگرا 
می شود و تابع هدف این دوال در * < 1 حداکثر می شود با ۰,۱- [*/0)0 . (بازارا و 
همکاران»۲۰۰۶ص .)۲٩۹۳‏ خلاصه نتایج محاسبات ۴ تکرار در جدول زير دیده می شود. 


جدول ۱-۵نتایج محاسبات ۴ تکرارحل دوال مثال ۱۳-۵ با روش برش صفحه ای 
«ازص ۲۹۳ بازارا و همکاران۲۰۰۶) 


.۴ برنامه ریزی غیر خطی 


در بخش ۶-۵ کتاب بازارا و همکاران (۲۰۰۶) قضایایی اثبات شده است که به یافتن 
مسأله غیرمحدب در صورت وجود شکاف دو گانگی کار اضافی باید صورت گیرد تا جواب 
تهینه مساله اولیه بدست آیق: 
مثال ۱۳-۵: 
مسالة زیر را در نظر بگیرید 
۱9[ 
۲ سس ۲ + ۳ 11 
.5 
یز دا 
[۰ < ,۳ 6 ۲) < ۲ 6 ۲ 
۱ 


ی 
الف: 
۲ ۱ 
۰ <[+ ) > 55:09 7 0161 
و 
1 
طبق آنچه در بررسی تحدب توابع دو متغیره در فصل اول گفته شد چون دترمینان 
هشیان این تابع ۲ متغیره منفی نیست و عناصر قطر اصلی آن هم منفی نیستند پس 


بت 


۲ ی( 0 
126۷ بت 2 ف () ۸/۰ 


.۹.1 
« ک ۱ط ۲2 8:2 
[۰ < بدر۳] ع 1 < ۲ 6 ۲ 


"توسط خانم مهندس میترا مزینانی دانش آموخته ارشد مهندسی صنایع دانشگاه شهید باهنرکرمان 


فصل ۵ دوگان. نقطه زینی و ارتباط آنها با بهینگی ۹ 
دوگان باثانوبه مساله 


(0)۰۲ ۵۲( 
0 < 1 . .6 
1 
((دس) هت (س6 
0 
۷ " 


۱۴( ,۲ 2 +() رق 2 +(د) ۶ 4 گصاع ()۵0 


1 ۳1 
دوگان چنین می شود: 
۱ ۱ 
(. ح در 6 ۱۰ ۲ )۲ ٩172‏ - 9 61 7) 121[ < () 0 ۲۵۶ 


5 
1 < ۰ 


گام های حل این مساله دوگان با الگوریتم برش صفحه ای 


نقطه(ع) < .2 را که شدنی است به عنوان نقطه اولیه برمی گزينيم. ‏ زیر اين 
نقطه هم هه است به ۸ ع ۲ وهم در محدودیت صدق می کند 


تکرار ول گام اصلی ِ 
مساله اصلی 
7 ۷۵ 
.۹1 
(۰۱۴00۰ + (۲0۰ > 2 
۰ < 1 


در 
٩26‏ - یه ۳ 7 
۰۶ ۲ ۲2۲ - ۱ :0 

+ (۱۰+ ۵-۱۲ +۹۶ - (۳۶) + () ک 2 د زونه +( > 2 
۲ > ۲۷ + 7 


۴.۶ برنامه ریزی غیر خطی 


7 :02 
و 
۲ > ۲۱ + 7 
۰ 2 11 


حل با لینگو: 
2 110182 
( ۲2۶ :1۱2۰ 
۲06۱۲۳۲۲۸۱۰4+( ۱0۵)6۲ ۲۰۵۳۲۲۸۲-۹۲۵ ۵*۱۸ .ح>,7 
صم:(0(:1166)2) ۱۷۱<<۰ 
5 
: 1101827 
:۷۴۲ ۱>2۱* 7+۲ 


۷1<<۰: ۵۲6600 


دادن ۱۷<<۰ در لینگو ضرورت ندارد. 


۵ -< 7 ۰( 
( ۲ +۱۵0 +300 صنصر 
2۶ ۶ 
ی 
٩] ٩ ۰‏ - 9 نف 11۳ 
۷ ۳ ۲ 
:1۳9820 
:لا 
۱(۶ ۱0۴0۱-۲۶۲۲۶ )۷+( ۵10206۲ ۲۸۱۲-۰۹ ۲+۰۵۴۲ ۰۵*۲۱۸ علاط 
:( ۵۲66060۱ 
000 
توجه کنید تابع 102 در متلب و لینگو به محاسبه لگاریتم طبیعی(10 ) می‌پردازد. 
۵ ۰ 2 ۲00۵0 ممتانتامو لقصصتامن) 


0۵0600۷۵ ۵0۵: ۱ 


فصل ۵ دوگان. نقطه زینی و ارتباط آنها با بهینگی ۳.۷ 


6 600660[ 06( ۰2:۳ 
٩۹۵۳۴۰۰۳۸ ۰,۵ ۲۴۳۰۲۵۲۳-۵‏ ۰,۲ ۱ 
۰ ۰ دب[ ۳ ۵ م مه ۰ ۳ ۲ 
محاسبه مقدار تابع هدف به ازای این جواب ۲ عبر : 


000:۷( ۲6+ ۱۵0 
6)0۲( < ۲0۵ + ۰ * 0( 


۱ ۱ 
0) ۳ + - ٩2 + مد‎ - ۲2۱ ٩+ ۱۰( 


۱ ۱ 
-٩*108)۳( + ۰‏ ۳۲۲ *۵, + ۰ < . رن ,)6 
۱ << 
چون ۱.۸۷۴۲ < ,2 > 2۵.۳۹ < (,) 0 متوقف نشده و 
نامساوی )8 0 + () ]25 را به مسأله خطی اصلی اضافه باید کرد و ادامه داد 


(4+۱۰ ۲۷۰۳ - ۲-۳( + )و < (,0 * ۷ + (,ع) ]> 7 


+ ۸.۲۸۷۵۱۱- <> 7 
تکرار دوم 


022-7 : 
7+۲ *0><2 ۷۵: 


2><-۵,۲ ۸۷۵۱۱۴۳۹۲ 


۵1۳66027: 

90 

۱ ۰ 2 100۵0 ممتانتامو لقصتامن) 

0۵016001۷۵ ۵۵۰ ۰ ۷ 

6 600660[ 206 ۰2:۳ 
 4 [۲+۰ ۰‏ ورخ ام هو 7.۷ 
۳ روم و ۰۳۹ ۱,۱ 1 
۵۵ ۰- < 7۲ ۱۱۳ 


مسئله فرعی کمینه سازی (,0) 0 + (۸)< (یس)0: 


۴۰۸ برنامه ریزی غیر خطی 


018 00( + ۵ )( 
2 6 ۲ 


۱ ۱ 
(۱۰ +۲۸۷۰ - )۱۰۲۱۰۲۷۹ + م۹ - + ۳ 11 
۰ 2 ۲ 
((۲۷۹)۲۱-۲۲۲+۱۰ ۱۰ ۱,۲ +(۵1080۲ ۲۸۲-۹۴ 2۰۵*۱۲۰۵ 1011 


1۳660۱0 


۶ :۰ 2 ما۲0 ممتاتامو لقصتامه 
۴ و - ۵۰ 0۵016001۷۵ 
6 1600660 مه ۷ ۰۵06 
۶٩۷۱۶۹۳۷‏ ۰- ۹ - ۱ 
۲۳۵۸۵۶ ۰,۳ ۱۵ ۳ 
چون ۰.۵۵- < 2 > ۲.۹۴- < (9)0 متوقف نشده و نامساوی (,906 *۷ + 00 > 7 


رنه مساله اصلی قبل اضافه باید کرد و ادامه داد: 
60و * ۲۰+ 00 > 27 
٩*10800۲( 4 ۱۷ * ۱ - ۲*۱۲ 4+ ۱۰(‏ - ۲۲ * ۵. + ۱۲ * ۵. > .7 
۷۸ 2 ۱۴۳۷۱۱۲۸ < > 2 
تکرار سوم 


1022-72 
7+۲ *1>-<2 (4 ۷۵: 
2><-۵,۲۸۷۵۱ ۱۴۳*۵۷ 

۰۶۹ ۱۰۰ ۲۸۱۴۱۱۲۸-۰ کج 
0 :(۲۳66)2) 


۱ ۰ 2 ۲00۵0 ممتانتامو لقصصتامن) 
۱ ۵۰ 0۵016001۷۵ 
۲ 1601660 06( ۰2:۳ 
۳ و ی ۱ ۲۲- 7 


۰ ۳+۰ هی ۳ 0 


فصنل ۵ دوگای: نقطه زیتی و ار تباط_آنها با بهشتگی ۴۹ 
و ۱ ۲- 7۳ ۳ ۱۱۳-۰ 
() وبا + ریا طنه 
6 26 
۱ ۱ 
(۱۰ + ۲ )۰۶۲۷۶۴۷۲ + ]۹ - ۳ + ۳ 1110 


۰ 2 1۲ 
حل با لینگو 
ز( ۷۶۳۷۲۱۲۲۲۱۰ ۰,۶۲ +(۵102)06۲ ۲۸۲-۹ 2۰۵*۱۲۰۵ 1011 
:( ۵۲66060۱ 
0 
۶ :0 2 10۲۵0 متام تفصتاون 
۸ ۳,۳ - ۵۵۰ 0۵016001۷۵ 
160۱660 ماه ۷ :2:۳ 
۱۶۶۴۶ *- ۷۵ ۸۱ 
۵۶۶۳۳۷۲۶ ۶, ۰ ۱ ۱ ۲ 


چون 2-۲,۸۷< ,2 > ۳.۴۹- < (07) 0 متوقف نشده و نامساوی 
90 * ۷+ 00)[> 2 رابه مسألة اصلی قبل اضافه باید کرد و ادامه داد 


00و ۰۷ + 00 > 27 
- ۸۲( ۲.۶۹۲۶۰۱) * ۰.۵ + ۸۲( ۰.۶۲۷۶۴۷۵-) + ۵. < 
108)7.۶٩۹۲۶۰۱ (‏ * 
اه ۲۷۶۲۷۵۲۷۲۵۲۱+ )وه 
۰۵۷۸ + ۴.۷۴۲۳۵۸۰- <> 2 


تکرار۴ 


11 ۰: 
1000227 

2+ ۲*11 2۱ ۸۷ ۱: 
2 >--۵ ۳۸۷۵۱۱۸۴: 


۲۸۱۴۱۱۲۸-۰۰۰ کج 


۴ برنامه ریزی غیر خطی 


2 >< -۴.۷۴۲۳۵۸۰ + ۱۰۹۸۷۱۵۰۵ * 14 


:(۵/۲66)2) 
0 
۱ ۰ 2 ۲00۵0 ممتانتامو لقصتامن) 
۱ او ۵۵۰ 0۵016001۷۵ 
6 1600660 مه ۷ ۱۷۵۰۵06 
۳ و ی 7 
وم و 8 
۱ <7۳ ۲ ۷۴۳-2 
مسئله فرعی 
() ۷۵9 + (0 98 
۲ 6 2 
(۱۰ + ۲۱ - )۰۰۹۲۳۸۲۴۲ + ]۹ - 7 + 111 
۶ 6 2 
حل با لینگو 


1011 2۰۵*۱۲۰۵ ۲۲۸۲-۹۵ 10806۲(+ ۰,۱ ۲۲۸۲۴۲۳۹۸۱۰۲۳۲۲۱ ۰(( 
1۳660۱0 


۷ ۰ 20 100۵0 ممتانتامو لقصتامن) 
۰ و ۵۵۰ 0۵016001۷۵ 
6 1600660 206 ۰2:۳ 
۰,٩۶ ۱۴۳۰۴۳۵۳-۸‏ - ۲ و ه- ۱ 
۶۱۷۷۶۸۸۸۲-۷۲, ۰ ۸۸ ۱ ۲ 


شرط توقف برقرار نیست. (,0)0 و2 در این تکرار هم مساوی نشدند 
2-۰ (0)0 از ۲,۹۰۶۵۶۱- 7۴ کمتر است ادامه باید داد. 

تکرار ۵ 

در تکرار ۵ بایدمحدودیت (906 * + (70> 2 را به مساله اصلی اضافه نمود: 
یعنی ۰۰۹۵۰۴۴۹۸ + ۲.۹۳۶۸۳۷۶۲- <> 2 را: 


فصل ۵ دوگان. نقطه زینی و ارتباط آنها با بهینگی 


مساله اصلی: 


(زص 


022-7 : 


7+ ۲ *0><۱ ۵ 
2><-۵ ۲۸۷۵۱ ۱۴۳*۵۲ 


۱۰۰ ۲۰۸۱۴۱۱۲۸-۰-< کج 

:1 * ۱۹۸۷۱۵۰۵ + ۴۳/۷۴۲۳۵۸۸۰ ح<> 7 
(1 * ۴۴۹۸ ۰.۹۵۰ + ۲.۹۲۶۸۲۱۷/۶۲- > 2 
:(۵/۲66)2) 

90 


۲۱ 2 وت , ۱۰۶۸۷۳۳ 2 ولا 


() ۵ +( طذظ 
۲ 6 2 


۱ ۱ 
(۱۰ + ,۲۲۷ - )۱۰۰۶۸۷۳۳ + م۹1 - ۳ + ۳ 1110 
:( ۵۲6606۱ 
۳۳0 
۰ 2 ۲00۵0 ممتانتامو لقصتامن) 


- ۲۵ 


۶ 


0۵0600۷۵ ۵0۵: 


۰2:۳ ۷206 [600660 6 
۱ - ۲ ۰,۱۲۵۹۰ ۵۲۲-۵ 


۱۵۳-۵ ۰۰۱۱۲۵۵ رورص(۱۳۱۳۰ ۳ 


1 ۲ ی 
حل با لینگو منجر به جواب| 0 ) < و با مقدار تابع هدف ۲,۹۵۹۰۲۵- 


می شود اگر دستی هم محاسبه شود همین نتیجه را می دهد: 


۱ 
(۱۰ + ۲۸۲ - 2 )هلا 4 ٩2‏ - + ۳۹ < (مع) 9 * ولا + (مع) [< (متا) 0 


۵ 2 
چون ۲.۹۲- < م2 7 ۲.۹۵- < (,2ا)0 متوقف نشده و نامساوی 


10 * ۰۴۲۴۴۴ + ۳۰۴۱۲۶۳۸۲۱۹ < (م6) 0 * 1 + (معع) ‏ > 2 


۴۲ برنامه ریزی غیر خطی 


را تما له اصلی قبل اضافه باید کرد و ادامه داد . 
تجران ۶ 
: 10227 
:۴۷۵۱ ۱ <>* 7+۲ 
:۸۷۵۱۱۴۵ ۵,۲-<ک2 
۱۰۰۰۹ ۲.۸۱۴۱۱۲۸-۰-< 2 


:14 * ۱۰۹۸۷۱۵۰۵ + ۴.۷۴۲۳۵۸۰- ح<> 2 


1 * ۴۴۹۸ ۰.۹۵۰ + ۲۹۲۶۸۲۳۷۶۲ - <> 2 
ولا * ۰.۴۲۴۴۴ + ۳.۴۱۲۶۳۸۲۱۹- > 2 


)۵/۲66)2(+: 
۳10 


۱ ۰ 2 100۵0 ممتانتامو لقصتامن) 
۴ و :0۵ 0۵0600۷۵ 


6 600660[ 206 ۰2:۳ 
تب وم موی ۴ ۲ 7 


1+۰ م ی را 


() ۵ + (0 طله 
۲ 6 2 


۱ ۱ 
(۱۰ + ,۲2 - ) * ۱۰۱۴۱۱۱۴ اب ۲ 17110 


:( ۵۲6606۱ 
۶ ۰ 2 ۲00۵0 ممتانتامو لقصتامن) 
۲,۳۷۵ - ۵۵۰ 0۵016001۷۵ 
۲ ۵00660 مه ۷ 2-۰۵06( 
۰۳۵۱۳۹۶ ۴ ص- ۱ 
۷۴۳۲۰/۱۲۰ ۰ ۱ ۳ 


چون ۲.۹۲۸۲- < ,2 2 ۲.۹۳۷- < () 0 متوقف نشده و نامساوی 
* ۰۱۵۷۲۶۸ + ۳۰۱۱۷۴۱۶۱۸۵ < (م006 *۷ + (۶) > 7 


فصل ۵ دوگان. نقطه زینی و ارتباط آنها با بهینگی ۳۳ 


به برنامه اصلی قبل اضافه نموده و ادامه می دهیم. 
تکرار ۷ 
1022-72 
۴۱2 7+۲ 
۲۸۷۵۱۱۴۳۹۵۷ ۵-<>ر2 
۰۰۰۶۵۶ ۲,۸۱۴۱۱۲۸-۰-حک2 
۱۹۸۷۱۵۰۵۵۲ +۴,۷۴۲۳۵۸۰- <ک 2 
۲,٩ ۲۶۸۳۷۶۲ ۰,۵۰۵:‏ - کر 
۲۸۲۱۹۰۴۲۴۴۴۳۵ ۲,۴۳۱۲۶-<ک2 


2><-۲ ۱۱۷/۴۱۶ ۱۸۵+ ۰ ۵۸ 


۵1۳6607: 
0 


۱ ۰ ۲0080 ممتاتامو لقصصتامو) 


۷ 2 ۵۵۰ 0۵0601۷۵ 
6 600660[ 06( 16( 
۰ +[ و و ۷ 2 7 


م ی ۲۰ ۱۱ 1 


(بر) 0 + (بم) [ 18 
۰ 2 


۱ ۱ 
(۱۰ + ,۲۲ - )۱۰۱۷۸۶۲۰ + م۹ - + ۳ 1711 


1۳660۱0 


۶ ۰ 2 ۲00۵0 ممتانتامو لقصتامن) 
۲ - ۵۵۰ 0۵016001۷۵ 
6 600660[ 2106 ۰2:۳ 
۴۲۵۳-۶۶ ۰,۱۲۵۶ ۰ - ۱ 
۴۹۶۸۲۳۶ ۰,۵۶ ۱ ۹ 


چون ۲.۹۳۲۰۵۷- < ,2 2 ۲.۹۳۴۶۷۲- < (,۷) 0 متوقف نشده و نامساوی 


۴۴ برنامه ریزی غیر خطی 


۰۷۷۷ ۲ ۲.۹۵۵۵۳۳۴۷- < (,0)0 1 + (,6) > 2 
به مساله اصلی در تکرار قبل اضافه و ادامه می‌دهیم: 


تکرار ۸ 
۱ ۰ 20 ۲00۵0 ممتانتامو لقصتامن) 
۹ - ۵۰ 0۵016001۷۶ 
۲60۱660 ما ۷ 2-06 
۰ .+ وم ی ۹ - 7 
۰ ۲+۰ ونم وه ۳ ۱,۱۹ 0 
مساله فرعی 
بش 
(۱۰ + ,۲ - زر ) * ۱۰۲۰۰۸۲۲ + ۵۹126 - 3 5 17117 
1۳660۱0 
۶ ۰ ۲00980 ممتاتامو لقصتامو) 
و ۵۵۰ 0۵0601۷۵ 
۲60۱660 ۷26 :۱2 
۳۶۹۸۲۰۷۳۸ ,۰- ۳ - ۱ 
۰,۳۷۶۹۲۰۵۲۶ ۸ ,۱۳ ۲ 
نتیحه تکرا ر ۸ 
۳ ۳ 
۸ 
۹ - < ر7 
۱ 2-۲۰۹۲۴۲۷۹ < (,0) 60 ۲۳ -< ,لا 
چون ,2 ول( )0 دقیقاً برابرنشدند باید ادامه داد. 
و نامساوی 


۵ ۲,۸۵۶۸۱۱۰۶۸۸- < (,9)6 * + ,06 > 2 
به مساله اصلی در تکرار قبل اضافه و ادامه می‌دهیم: 


فصل ۵ دوگان. نقطه زینی و ارتباط آنها با بهینگی ۳۵ 


مساله اصلی 


022-7 : 
7+۲ 02 ۷۵: 


۳۸۷۵۱۱۸۴۷ ۵-->ر 
۰۰۶۹۷۵ ۲۸۱۴۱۱۲۸-۰۱۰ کر 
۵ ۴۷۴۲۳۵۸۰۱۱۹۸۷۱۵۰ کی 
:۴۴۹۸۵ ۰,۹۵۰ ۳۶۸۳۷۶۲۶ ۳,۹- سک رز 
:۲۴۴۴۵ ۰,۴ +۱۹ ۱۲۶۳۸۲ ۳,۴ > رز 
۰۱۵۷۲۶۸۵ +۳,۱۱۷۴۱۶۱۸۵ کر 
۰۶۸۵۲۷۹۴ ۲۸۵۶۸۱۱۰۶۸۸-۰ ک بر 


:۵1۳6607 
90 
۴ و - ۵۵ 0۵016001۷۵ 
6 600660[ 206 ۰2:۳ 
۰ ۰+[ وم مره ۴ ۳ 7 
| مت مر ۲ ,۱ 0 


باید ادامه داد تایر2 و ( )0 برابرشوند. 


نحوه دیگر حل مثال ۱۳-۵ با باز تعریف مجمو عه ۷: 
برای حل با روش برش صفحه ای .مجموعه 6 را باز تعریف کرده مساله رابه صورت 
زیر می نویسیم: 
٩‏ - دی ِ دی < () ۲ ۲/۰ 


.5 
۶ > 20 < و 
([۰ > ۱۰+ ۲۷ - ۲ ,]6 ) < 1۲ 6 2 


دوگان چنین می شود: 


۱ ۱ 
٩۳2 + )-((‏ - مر +4 2۲ گطز < 66 
1 0 


۴۶ برنامه ریزی غیر خطی 


حل با الگوریتم برش صفحه ای 


<< 
تا 


(م)ع 0 +() 1 > .7 
0-۰0 


111026 7۸ 
1. 


۹ - - > ۵ +2 0 (۵-)ه + ۹۳۵ - (2)۲۵ + (۰) > 2 
12۰ 


خن ات فتاه خی ون میم باسلت: 


9]... 

-,٩ 

1 
(طبض۵ر)ع10010]<< 


)۱۵۱۱1۱۵ م2۵60 ما6 


815 < 
2 2-۹ 
12*۶ 


حل مساله اصلی با لینگو : 


022-7 : 


فصل ۵ دوگان. نقطه زینی و ارتباط آنها با بهینگی ۳۷ 


7+۵0: 

۵11۳6607: 

00 

۰ 20 10080 ممتانتامو لقصتامن) 


و ۵۵۰ 0۵016001۷۵ 
6 1600660 ۷106 ۸:۳ 
۰ .+7 و - 7 
جر مج وم ۵ ۰ب[ و مر ۳ 
-,٩‏ 7,2 ۰حرلا 


حل مساله فرعی: 
۲6 +۱۵0 +۲0۵ صنظ 
2 ۶ 
۱ ۱ 
+ بوزو(]٩‏ - ۳ + ۳ 1۳1۳ 
۰ > ۱۰ ۲+ ۲۲ - 2 
نعابش عوقعیت تابع هدف در 


جواب بهینه حاصل از متلب: 
12-9 
22-6 , ۷24,4085 


حل این مساله فرعی که غیر خطی است با لینگو: 


:(۲۸۲-۹*۵106)06۲ 2۰۵*۱۲۰۵ 1011 
:ح>۰ ۲+۱ ۱-۲۲ 
5( ۵17660۱1 


90 


۴۸ برنامه ریزی غیر خطی 


لینگو جواب زیر را می دهد 


۴۳ ۰ 2 ۲00۵0 ممتانتامو لقصتامن) 
۰ ۳ ۵۵ 0۵016001۷۵ 
6 600660[ 06( 16( 
۰ ۰+[ موم مره ۲ - 1۱ 
۰,۳۰۶٩۳۳۴۷۳-۶‏ ۹ +۱ 1۲ 


حل این مساله غیر خطی با متلب 
ایجاد 7-1116 زیر با عنوانی مثل 50 .08817۵1۳15 


(0) ماصتحامجم < [620 ب6] «متامصن 
([ ۰ ۱+(۲)** ۲-(۱)*]ح 
:66021 
اجرای دستور زیر 
(ومعامتصنعجیی ۲۰۹۱۵۵6۱۵00( ۵)۱(۸۲+۰۵۹) وم ۵)هم‌منط ع[۳200 <] 


0۰ ماه تافوم .ع1طانوومم میمصت لهع۵ر[ 
۶ 2 1۷2106 ۱ ۶ - 


بررسی شرط توقف:آپا ۱ - (.0)۳؟ 
مقدار (,۵0 همان مقدارتابع هدف مساله فرعی است که برابر۲,۹۳۴۶۳۰- 


حل دستی: 
(ع) 9 ۷+ (6) [< (06 
۱ ۱ ۱ ۱ 
بر < و ر 2۰ ۱ -٩]۳۵,‏ (ه) 7 + ِ < ٩1726,‏ - + شش < () 
-٩*10800۲( +۲ ۰ 2 ۶‏ ۲۲ * ۵. + ۴۴۰۸۳۱۹۰۰۵۰۱۱۲ < ۲ : ۱.۱۸۲۳۶۲- 2 ۱ 


(,90 ۷۱۲ (766 2 (رب)0 
2-۶ < (,0)0 
جون ۲.۹۳۶7 < (,0)0 ۶ ۱.4۹- < 7۱ متوقف نباید شد. 


فصل ۵ دوگان. نقطه زینی و ارتباط آنها با بهینگی ۳۹ 


در ادامه ! در تکرار ۲ به مساله اصلی قبل محدودیت زیر اضافه می گردد 
ب- < 9 ٩126‏ ت # < () (0۵)۱ + (0۱] > 7 
(۴۴۰۸) ابا + ۹۴۰۸۲ 6۴۰۸۲۲ دج (ع۳۱۱۸) دک 2 

2 ۱2 ۱۶ ۳ 

10227 

7+۵*01>2 ۰: 

2 ۲-<ک‎ ,٩۲ ۴۶۲۹۹-۳۴۰ ۲۱۹۵۷ 

02 

۵1۳66027: 

00 

۰ 2 100۵0 ممتانتامو لقصتامن) 


۰ ۱ ۳- ۵۵ 0۵016001۷۵ 
۶۲ 1600660 میاه ۷ 2-۵06( 
وتو وم ۰ 7-۲ 
۳۳۰/۲۰۰ ۰ ۳+۰ وق 1 
جواب : ۷-۰ 7/۹۳۳۶۲--7۷ 
مساله فرعی: 
چون :10-۰ مساله فرعی جدید با قبلی یکی می شود و لذا در اين تکرارهم 
۹صتصتص ص<-<-« ۷ ۲ < ۲۱ 


بررسی توقف:آیا (0)۳ < ب2 ؟ 
(۵,+(اع (به) 0 
۱ ۱ 
٩1726 + 0) 2 ۳‏ - 9 + 1 < (0)0۲ 


(,۷0) 0 و2 در این تکرارمساوی شدند پس شرط توقف برقرارو متوقف می‌شویم . 
مقدار بهینه تابع هدف مساله دوال ۲,۹۳۴۶-< با 2۰ 0 


پایان مثال ۸ 
مثال ۵ -۱۳: 


3 1 1 2 ۳ ۱ 
مطلوبست دوال مساله زير و حل آن با روش برش صفحه ای . 


۱ از مهندس حجت اسدی دانشجوی ارشددانشکده فنی دانشگاه شهید باهنر کرمان 


۴۲۰ برنامه ریزی غیر خطی 


[۳۳۱۵ 
۴( 1/۰ 
۲ ع ۲ < 0- (1- 2 1 
براحتی قابل تحقیق است که جواب مساله اولیه: ۰ < * ۰ < *ر 
ثانویه: 
(0)7-< ۲ ۷۲۵۲ 
0 < 1 .81 
9/4 
[(لا,) 11 گجذع ( )0 
((۲۰۶ - مره + ان جر[ ۱ هچ ]رز 1 < )0 


حل با روش برش صفحه ای: 
ا<ملا 1-۱ 
مساله اصلی 


۷2۵ 7 
۹.1. 


۱-۸ > 7 یا [۱- ۱(۲- .)له + ۰.۲ (.0) وه + (.0> 27 
۰ << 11 

۷2۵ 7 

۹.1. 

7 > ۱ - 1 

11 << ۰ 


مساله فرعی 


یافتن جواب بهینه مساله زیر به عنوان ۶ 
20 +100 من 
ع 1 


" ار: مهندس امیر رضا ترایی دانش آموخته دانشکده فنی دانشگاه شهید باهنر کرمان 


فصل ۵ دوگان. نقطه زینی و ارتباط آنها با بهینگی ۳۳ 
توجه کنید که در اینجا منظور از > محدودیت ۱ > (۱ -06) می باشد .این 
محدودیت غیرخطی براحتی به ۲ محدودیت خطی زیر قابل تبدیل است ولی لزومی هم 
ندارد: 
3 0۳ 1> (1- 0( 
0 < »در 0۲ 1-<(1- ۳7 
۰+ م۷ 
٩. 0> ۲ > 2‏ 
جواب بهینه این مساله را با ,16 نشان میدهیم: 0 ,6( 
مقدار تابع: 
۰ < (0,80 + (6؟ < (ر)9 
چون ,2 > (,9)0 متوقف نشده باید نامساوی (,*)۱0"2+(,251)5 را به مسأله 
خطی اصلی اضافه شودیعنی نامساوی : 
۰ > 2 پا ۱ (۰-۱) ۰+ 2۰ یا ۱< ۰ (082060 1 (00] > 7 


2۲ 

7 ۷۲2 
و 

7 > ۱ - 1 

7 > ۰ 

11 2 ۰ 


جواب ترسیمی این مساله ۲ متغیره مبدا است: پس ۰ < ۷ 6 ۱ < 77 


مساله فرعی : یافتن جواب بهینه مساله زير به عنوان 25۲ 


1000۷۵ ۱۱/18 
۲ ع ۲ .8.1 

01 

بر من 

0 > ۲ > 2 

9 


در تکرار دوم قرار داریم جواب بهینه اين مساله را با و؟نشان میدهیم: ۰ < بر 
۰ < (۷۷۵60 + (۶0۲ < (()9 


۴۳۲ برنامه ریزی غیر خطی 


بررسی شکاف دو گانگی با استفاده از مفیهوم نقطه زبنی: 

طبق قضیه دوالیتی قوی در واقع شرط لازم و کافی برای نبود شکاف دوگانگی وجود 
نقطه زینی در تابع لاگرانژین است. 
یافتن نقطه زینی تابع لاگرانژین (,1 ): 
معادله " گرایان تابع مآ<۰"بدست می آید 


2 رن + اعد رآ[ 


۷1,20 


8 ۶-2 ۷-2 


8 

هه ۱ و و ۱ 
0- (2- (ح ستت 

00 


بررسی زینی بودن نقطه: 
(0 < 226,17 7) حاصل از۰ > ,۷1 که در آن00 ود + 6۵ < ما طبق قضیه ۵-۵ 


برای تابع لاگرانژین زینی محسوب می‌شود اگر وفقط اگردر ۳ شرط زیر صدق کند 


- 
(6۸ ۶ : ( 01911/0۶۱ < (۷,),] 
۲- شدنی بودن 
0> ()2 
۲ترابظه کمک مکمل 
0- (0 ۳2 
بررسی شرایط برای : 20 ,لآر 20‏ 
شرط ۱: 
وه < ( ,1 ,)1 رکتتا2- 10 + 6 عب ,)2 ( ,لا «ر) 1 
( ,1/5 20 ( :1/2 11112 
تشرط ۱ 


2-1 (0-1) << 1> 6-1۳ 
شرط ۲: 


فصل ۵ دوگان. نقطه زینی و ارتباط آنها با بهینگی نش 
ریت ج 00-0 موه 


پس (ا- بلا< ب نقطه زینی برای تابع لاگرانژین بوده 9 شکاف دوگانگی نداریم. 
پایان مثال 


تمرینات روش برش صفحه ای برای حل دوا ل 
۱ -مطلوبست حل دوال مساله های زیر با | لگوربتم برش صفحه ای 

| نقطه اولیه | تابع هدف | رقف 

(۲ ) | + 22 + ر یرک 32 ۷ | الف 

1۹ 

هم ند 
4 > رترب 42 
0 < 1۲ ,1۲ 
لها مب( ما آت 
71 : 
0> رد-2 


>1 


تِ- 
8> ر 32+ ,27 


1, ۲ <0 


(۱ ۲ 10 - 1۳ ج 
هگ 
6 رورس 


2۲ 26 


۸ ۱ "1 
دا ی مب هه 


1 
( 


1 (خارح از درس فصل وبرای مطالعه بیشتر):الگوریتم برش صفحه ای در برنامه ریزی با 


اعداد صحیح (1۳)هم کاربرد دارد. دانشجویان علاقه مند به این موضوع می توانند پس از 
مطالعه این بحث در برخی مراجع مانند وینستون(۱۹۹۴) مساله داده شده در زیر را 


حل کنند 


۴۳۴ برنامه ریزی غیر خطی 


مطلوبست حل مساله برنامه ریزی اعداد صحیح(1۳) زیر که جدول نهایی برنامه 


ریزی خطی آن داده شده ( وینستون ۱۹۹۴۰ ص ۵۴۲) 
+ 6۲ ۸۱ 


5. 

4 < ر 2+ ,32 

7 
10۳16861 1 0 


۱ 


۳-۹ 


محد‌ودیت دوم 


ی ۵ 
ثل سوع ویر گر (عتمره)سب است. گل ساع باعث سور توت است . 
وی یل رل ماع صوو, ۰ ای اد ی ای 


فصل ۶ پیرامون خطی سازی و چند مساله کلاسیک ۱1,۲ ۳۳۶ 


معرفی جند مسأله کلاسیک غیر خطی و چند روش خطی سازی 


هدف فصل 

فصل حاضر به معرفی دو مساله بهینه سازی غیر خطی(۳ ]۸ کلاسیک و نیز چند 
روش خطی سازی عبارات غیر خطی می پردازد. مسائل کوادرا تیک و تفکیک پذیر 
روش ولف برای حل مسایل کوادراتیک با محدودیت خطی وروش تقریب خطی جزء 
به جزء برای آماده سازی مسایل غیرخطی تفکیک پذیر جهت حل نیز بیان می گردد. 


۱-۶ مقدمه 


در کتب برنامه ریزی غیر خطی(به عنوان نمونه فصل ۱۱ بازارا و همکاران» ۲۰۰۶) به 
چند مساله خاص از جمله مدل‌های کوادراتیک( محدب و غیرمحدب). تفکیک پذیر 


۰ ۰ 7 ۰ 7 ۰ 4 ۰ ی 
برنامه ریزی خطی کسریء برنامه ریزی هندسی و برنامه ریزی خطی متمم توجه ویژه 


عصتصصمتع ۳۳۵0 امعصعماموجم عفعمن] ! 


بهینه ساری غیر خطی ۳۳۷ 


می شود. در این فصل با پرداختن به۲ مورد اول یعنی مدل های کوادراتیک (درجه 
برای آماده سازی مسایل غیرخطی تفکیک پذیر جهت حل مساله خطی حاصله با 
ا ت 3 ۰ ۰ ۲-3 ۲ 
سیمپلکس اشنا می شوید و اشاره ای به مدلهای برنامه ریزی خطی کسری می‌گردد . 
ِ ۳ ا۹ ۰ ۳ ۳ 
شایان ذکر است برای آشنایی با برنامه ریزی هندسی به مراجعی مثل بازاراو همکاران 
(۲۰۰۶)ص ۷۱۲ .مک کورمیک(۱۳۸۳) ص ۴۱۷ و برای آشنا شدن با برنامه ریزی متمم 
خطی به منابعی نظیرفصل ۱۱ بازارا و همکاران (۲۰۰۶) ص ۶۵۵ می توان رجوع نمود 


۲-۶ مسایل کوادراتیک؟ با درجه دوم (0۳۳) 

به طور کلی هر گاه در یک تابع حاصل ضرب 0 ظاهر شود درجه آن 
+۲۰۰۰ و۳ ,6 میباشد. به عنوان نمونه: 79 از درجه سوم و ۲۳۲ از درجه 
دوم( کوادراتیک ) است. مدل‌های کوادراتیک مختلفند ودر اینجا مدل‌های کوادراتیکی 
که مخنوخیگ‌های. اخطي و ایع هدفه انیا از ورحه فیم و شامل لاک ین 
مر بر 6 ۰ 62 باشد مد نظراست: 


1 + + ر ندرم < 2 


کد در آن 6:4« 6:6 اعداد اسکالرند. 


این مدل با شرح فوق چنین قابل نشان دادن است: 
1 
0+ ۱ ۴ < () ۸۱۷ 


.1 
(< ,< ,>) 6 ۸ 
که در اضق 


طمناهمتتمه‌صناً معزبه ممعنم تمعما ! 
عصتصصح و۳۳۵ ممعصنا لمومتامم۴۳ ۲ 
۲ ِ ۳ 
عصتصصصهع ۶۵( ماعهمعی) 
3 
ص ۶۶۷ بازارا و همکاران (۲۰۰۶)» ص ۴۳۵ مرحوم دکتر اصغر پور0 ۰۱۳۸۱ ص ۵۷۸ هلیه و 
لیبرمن(۱۹۶۸)ص ۱۸۵ آوریل (۱۹۷۶) ص ۲۲۰ آوریل (۲۰۰۳) 


فصل ۶ پیرامون خطی سازی و چند مساله کلاسیک ,]۷ ۳۳۸ 
یک ماتریس 10*12 
یک بردار 11 عنصری 


یک بردار 10 عنصری 
ایکا 


یک ماتریس 1*0 متقارن یعنی در آن م< پر م. 


تج هم بعه به/ 


۳ یک بردار 1 عنصری شامل متغیر های بر و... و2 

توجه کنید: 
سقبلاً در فصل اول دیدیم که اگر هیچ مقدار ویژه ماتریس 0 منفی نباشد تابع 
کوادراتیک (10 محدب خواهد بود. 

۱ 
عضریب و به منظور سهولت عملیات بعدی برخی الگوریتم‌ها در مدل گنجانده 
می‌شود (اصغرپور۱۳۸۱۰ص ۴۲۵). 
-فرق این مدل با مدل برنامه ریزی خطی در تابع هدف است؛ جملات تابع هدف یا از 
درجه صفرند یا یک یا دو. 
الگوریتم‌های مختلفی برای حل مسئله برنامه‌ریزی کوادراتیک(0۳۳) ارائه شده است 
و نرم‌افزارهایی مثل لینگو نیز قادر به حل ۵۳۳ اند. از جمله الگوریتم‌ها. الگوریتم ولف 
است. یک راه‌حل هم در کتاب دکتر اصغرپور (۱۳۸۱) ص‌‌ ۳۳۵ ارائه شده است. برخی 
ازاین الگوریتم‌ها؛ اگر تابع هدف آنها محدب اکید باشند. جواب بهینه نهایی را بدست 
بدست نیاید. در اینجا شایان ذکر است که مطالعه مجدد قضیه ۶-۵ و۷-۵ در فصل ۵ 
که ارتباط با مسایل کوادراتیک دارد بی مناسبت نیست.. 
اگر مسئله برنامه‌ریزی کوادراتیک (0۳۳) به فرم 


1 
ی ۸/۱ 


٩1. ۸ <-0 


صوامامنظ عصتصصمعم۳ عتمتلمت ۱ 


بهینه ساری غیر خطی ۳۹ 


و ماتریس(8 < 0 )۸ ماتریسی متقارن از مرتبه0 و معین مثبت روی (0 < ۸: 1 


باشد. جواب یگانه این مسأله از طریق نوشتن وحل دستگاه خطی معادلات شرطهای 
> برای مساله بدست می‌آید (ص ۷۲۳۱ بازاراوهمکاران ۲۰۰۶ مسأله ۱۱-۱۸). 


۱-۲-۶ روش ولف(۲۷01]0)درحل مسائل برنامه‌ریزی کوادراتیک با محدودیت 
خطی 

در اینجا روش موسوم به روش ولف برای حل یک مسئله برنامه‌ریزی کوادراتیک 
(00۳۳) با محدودیت خطی آورده می شود. این روش با ذکر یک مثال. که در آن ز: ها 
باید غیرمنفی باشند. تشریح می‌گردد(به نقل از ص ۷۰۶ وینستون (۱۹۹۴). در این 
زوش خر انتدا مساله‌ای ید کمک. شراقط 1161 ساخته شده و با فاز اول روش, ۲ فاز 
برنامه ریزی خطی حل شده و سپس سعی در یافتن نقطه آکلکا می‌گردد. 


شرح روش ولف در ضمن ذکریک مثال 


روش ولف برای حل مدلهای کوادراتیک دارای محدودیت های خطی» شرایط کاروش 
کان تاکر را به صورت تعدادی رابطه خطی وتعدادی محدودیت غیر خطی( شامل حاصل 
ضرب چند زوج متغیر) در آورده. ازاین روابط یک مساله ساخته وآنرا شبیه فاز اول روش 
۲-فاز سیمپلکس حل کرده 9 جواب آنرا جواب مدل کوادراتیک اعلام می کند. مثال زیر 
این روش را تشریح می‌کند. 
مثال ۱-۶: مساله زیر را در نظر بگیرید 
و بر و + روبع 2 [ 26) ۸7 
هگ 
ور 
ی 
او و ۸ 


شروط کاروش کان تاکر درا ین جا برقرار می باشد زیرا: 


فصل ۶ پیرامون خطی سازی و چند مساله کلاسیک ,]۷ ۳۳۰ 


تابع هدف یک تابع۲ متغیره محدب است(چرا؟) وتوجه کنید که محدودیت‌ها 
قضیه۵-۴ " شروط کافی بودن شرایط 11 " به طور قطع جواب بهینه مسأله فوق 
است. برای این حالت مسأله که ها غیرمنفی اند نقطه 16۲ علاوه بر شدنی بودن 
باید شرایط 16161 مطابق زیر (از بخش ۳-۲-۴ برای ".۱۷1 با ها ی غیرمنفی )صادق 
باشد. 
۰ < ۰۰۰+ (۱۷۷۷۵ + ۱۷۵۱ + ۷۶۵۲ (۱ 
۰۰1 ,۱,۷۲< [ ۲([<۰) ,ع - 0] ۲(۷ 
۰ روک ره ا...+() رعش ۵+(۳(]۱۸۲)۵ 
.۱ 7 2۰ ,0( 
3 محدودیت ها صدق می‌کند (۵ 
توجه کنید در روابط ۲و۲ به جای عبارات داخل کروشه می‌توان متغیرهای کمکی 
کمبود ۱ یا مازاه ؟ مربوط به محدودیت را گذاشت. در ضمن نقطه 1 چون باید شدنی 
باشد در محدودیتها هم باید صدق کند. 
شرائط را می‌نویسیم ( از قرار دادن علامت - روی نا و 2 ها خودداری شده است)». 
شرط ۱) 
۰ 2 ۷۷۵۷۲۵۵ ۲ ۷۱۷9۱۸۵ + (۷۶۵ 


رت و کت[ 2 1 ار رت زب 
> 0 < ِ و + 10+ 
ون مت ]سد 3 1+ ت | 
0 
لا مر و رس وزاب 1[ 
نواعت[ 
شرط ۲) 
1 8,)۲([<۰ - ,0] :۷ (۲ 


به ازای 1۱ 


۱206 
مناورن6 ۲ 
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۴ 


با توجه به اينکه 3> ,+ ۲ باق رو بر ریا رک < و ۷ - ,2 - 3 پس 
0< 6 20( 2 ,3-2) 10 
در مورد 12۲ 
و به طور مشابه با توجه به اینکه 0 < 6 -, 37 + , 2 یا20 ,3-6-6 ,27 ِ 


1 


26 6- 3 2 . پس: 


20 و۵« را 320+ ,2 +6-) یلا 


شرط ۳) 

0( ر۲)((و۲۵۷۵+(۱۲ ۷۱۷۵+( ۷) 
0 رد ۱۳ ۳ 

3 1 و ‏ ر پرع [ب 
0 

ی 21 
0< ( 2 9 

ای و روز زد 
0 
0اع ریررن چب 0 در رو رر+1-) 
20 ریدره بت 20 ر2( 0-310 22 + ور 1-) 

شرط ۴) 
10,20 
20 14 


شرط ۵) شدنی بودن 
برای شدنی بودن» 2 باید در محدودیت ها صدق کند 
3 + ررد+ ریت وک 2+2 
26 رم زور3( 2ج 26 32+ 22 
لو 


لذا با توجه به فهرست زير برای علایم 
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ره 
۱ متغیر مصنوعی رابطه اول >> جهت تهیه فرم استاندارد طبق الگوریتم سیمپلکس 
۷ متغیر مصنوعی رابطه دوم لک جهت تهیه فرم استاندارد طبق الگوربتم سیمپلکس 
4 متغیر مصنوعی محدودیت دوم مدل جهت تهیه فرم استاندارد طبق الگوریتم سیمپلکس 
شتقیر "ماه بای زانط اور ۳[ 0 < ر2 ,۱0+ ر ۲ 1 
۲ متغیر مازاد برای برای رابطه دوم لک 0 < ر34- ,۱+ در - رد2 +1- 
۲ متغیر مازاد محدودیت دوم مدل 6 < ,327 + 22: ,8 
5۱ متغیر کمکی (کمبود)محدودیت اول مدل 3 > 2۲+ ۲: ,8 

1 ضریب لاگرانژ محدودیت ۱1 در مدل ۱,۲ < ر 

ِ نقطه 1616۲ 


متغیر های تصمیم در مدل(۱,۲ < [) 
تمام روابط مربوط به شرائط 16 چنین است 


1 ,6- و210 - 0+ و2 ۲ 


21 ره- 3 - ,10+ 2 - و 2 


23 ,5+ رد رد 
26 ۵+ و 32+ 2 
لو اه تام تا ای ۰ 0ص وا 


ات هه و۳ سعر ۴ 
2۷0 ره , اع< ,62 و 2۷ رعر0ا , 20 ,1,5 


توجه کنید بجز۴ رابطه ردیف آخر تمام روابط فوق یا خطی‌اند یا یود نا منفی‌اند. 


چهار رابطه آخر یعنی 
و ای م۵ و ره بو ان ور 


شرافظ کمکسکمان بای ان مسعله باه وی غیر عطم کذادراشک (۳ظ0) اسکة 
بطور کلی برای یک 0۳۳ اینطور می‌توان شرائط کمک مکمل را توضیح داد: 
متغیر اضافی :6 و متغیر :2 هر دو نمی‌توانند مثبت باشند. 


عومص‌امقاه ‏ رتماصمصمآم‌مهمع(۱ 


بهینه ساری غیر خطی ۳۳۳ 


متغیر کمبود يا اضافی محدودیت 1ام و :دا نمی‌توانند هر دو مثبت باشند. 
روش ولف برای یافتن نقطه‌ای که شرایط 167 را ارضاء کند (بجز شرایط کمک مکمل) 
یک نوع فاز اول از روش ۲ فاز سیمپلکس را بکار می‌گیرد. 
به هر محدودیت لک[ که متغیر پایه‌ای واضحی نداشته باشد یک متغیر مصنوعی اضافه 
می‌گردد. سپس سعی در کمینه‌سازی مجموع متغیرهای مصنوعی می‌گردد. 
ارضاء شر ائط کمک مکمل 
برای اطمینان از اینکه جواب نهایی (با تمام متغیرهای مصنوعی- صفر) شرایط 
کمک مکمل گفته شده دربالا را ارضاء نماید. روش ولف متغیر ورودی را چنین انتخاب 
میکند تا تضمین لازم برای شرایط کمک مکمل داده شود( وینستون » ۱۹۹۴ص ۷۰۷) : 
])هیچ‌گاه عنصری را که باعث می‌شودهر دو متغیر :6 (از محدودیت ام در روابط 
نوع ۱) و : پایه شوند به عنوان عنصر لولا(/۳۱۷۵) انتخاب نکنید. 


آ)هیچگاه عنصری را که باعث شود متغیر اضافی با کمبود ز امین محدودیت 


ر رک« رع) و :۷ را باهم وارد پایه شوند لولا قرار ندهید. 


اعمال روش ولف 
( وینستون ۱۹۹۴۰ ص ۷۰۷) : 
برای اعمال روش ولف به مثال فوق باید. مطابق مرحله اول روش ۲ فاز. یک مساله 


برنامه ریزی خطی با داشتن محدودیت های زیر بنویسیم 


1 رم و24 9+ ۲-2 
1 رم- ر 3 - + ر 2+ روز 
23 + رر+ ۲ 
0 رم ر 33 221 
خر اوه ها 0 و 
تابع هدف ۸۶+ ۸ +2۸ ۷/۷۷ است. 
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20 هر هر ,۵ - 1۳ 
[< 4+ و 
1< ۸+ ی بر 2 

3- ری + 2 
6 < + نت 2 


حل با سیمپلکس 


جدول .1 (آغازین) 


/ ۲ 
5 ۱ ۸ | م۸ | ,۸ جه | رک | 6 ۱ 6 | 0 | 6 | 2 | رد | ۷ 
۰ ات اک ات ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۷۷ 
۱ ۰ ۰ ۱ + ۰ دا ۴ و ۱ ۸۱۰ 
۱ ۰ ۱ ۰ 4 تا سا ۱ بت | ۷ ۲ ۱-۱ ۸۰ 


۱ ۰ ۱ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۳ 
1 


آ ۱ ۰ ۰ ۳۹ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۳ ۲ ۰ ۸ 


برای اینکه جدول فوق جدول آغازین واقعی سمپلکس شود ضرایب متغیرهای 
,۸2 باید در سطر 7 صفر شوند. 
برای اینکار (سطر چهار+ سطر دوم + سطر اول)+ سطر صفر قدیم- سطر صفر جدید 


جدول .7 (آغازین واقعی) 


۲ ی 44 ای ای یه او اه اه ای ان لد | در ۷ 

۸" - .۰ 8 ه | |  *‏ | | فب.| ۲ | | ۳۱۲ ۲۷ 
5 ۱ ۰ ۰ ۱ ۰ | ۰ 7۲ ۳1 ِأآِ" ۸ 
۵/ ۱ ۲ ۱ ۱ ۱ ۳ ۳ ۳ - ند 
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دنباله از ص۷۰۸ و ۷۰۹ وینستون (۱۹۹۴) 


حدول ,7 : اولین جدول برای روش ولف( از وینستون ,۱۹۹۴ ص۷۰۸) 


۱ 2 
۲ 1 / 11 
۱ ویر | م4| م۸ | ب۸۵ 64 | ,| و6 | ,6| 2 | 1 لا ۷ 
1 | | ۲- ]۰ ۰ ۱ ۱ | ۲۱ ۱ ۶۱ ۳ 
۱ ۱ 
۱ ۱ ۰ ۲ ۱ ۰ [- 5 - : ۰ ۲ - 
۱ 7 ۱ 7 7 2 ِ 
1 1 5 1 ۳ 1 0 
2 ۵ 52 ۵ ۵ ۵ 1 دِ 2 ۱ 2 2 
2 
۱/۳۷ ۱ ۰ 1 - ۰ ۰ ۱ ۲ ۰ 3 1 ۰ 3 5 
۱ 2 2 2 ت 
2 
: 4 
۱/۳۸ ۱ 1- | ۰ ّ ]۰ ۱ 
۱ 2 ۱ ر ر 2 


۶ | ۶۸ ۳ ۱ 
ور | 4 ۸ ۸۱ ۳2 گر و ۷ 
ّ 4ج ا اا ف ا | ۲ م0 من 
17 17 17 17 17 7 
7 3 3 ۱ ۱8 ۰ ِ 1 9 12 ۱ ۰ ۰ ۸ 
۴ ۱ 7۱ 7 7 7 : 
۱ 2 2 - رم 6- ۱ 2 ۱ 
ِ ِ_ ۰ ۳۳۹ ۰ اس دا ۰ ی ۱ ۰ 50 
7 7 7 7 :۳ 2 
| ( 1 وال | ,| 23 | 1 | ۰ ۳ 
۳ 7-7 7 2 چ 
ات وا 3 ۳ 
کِ 7 7 7 7 7 7 ۰ گّ 
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گر چه در جدول 17 فوق ضریب مربوط به ,لا بیشترین مقدار در سطر صفر را به خود 
۱۲ 3 

اختصاص داده است ۳ وبنا باید وارد پایه می شد اما بجای آن متغیری باید وارد شود که 


شرط ۲ وا تیم فرتدر ۱ مایت ناهي در چاه باشف) کف هه وارددی ما تصارم هه 


جدولب1 
4۲ | هم ار + 
وبیمر | 2 2 1 و | 6۶ | ۱6« ۳ | ۷ 
۲ 
۲ ۱ ۱ ۲ ۵ 
ب ات اا ی ۰ ۰ ی سم ِ- - ِ_ ۰ ۰ ۱ ۷۷ 
۳ ۳ ۳ ۳ ۳ 
۲ ۱ ۲ ۵ 
۳ 
۳ ۳ ۳ ۳ ۳ هه 
۱ ۱ ۱ 
0 ۰ ۰ ۰ / وب ۰ ِ- ت ۱ ۰ ۰ 1۲ 
۳ ۳ ]۳ ۳ 
۱ ۱ ۱ 
و ۳ 
۳ ۳ ]۳ ۳ 2 
۵ 
ات وا را تا اه ی ۱۵ با 
۳ ۳ ۳ ۳ ۳ 
حال /آبه جای ,۸ وارد پایه می گردد: 
جدول 7۴جدول نهایی 
7 ۶ 
/ ۰ 
5 | م4 | م4 | ب۸ | یه | و | و6 | 6 | 2 | | ۱ | ۷« 
۰ 1 - ۳ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ م | ۰ ۰ ۷ 
۲ ۲ ۳ 7-۱ ]۲ ۳ ۱۲ 
۳۹ ۰ بت ۴۳۹ ۰ ۳۳ نت شت ۱ ۰ ۰ ۰ "01 
۵ ۵ ۵ ۵ ۱ ۵ ۵ 
۶ ۱ ۹ ۲ ِ- ۱ ِ- 
شن ۰ بت تن ۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۲ 
۵ ۵ ۵ ۵ ۵ ۵ ۵ 
۶ ۱ ِ- ۲ [ _- ۱ ِ- 
د اخزااز ‏ ات ۱ ی 
۵ ۵ ۵ ۵ ۵ ۵ ۵ 
٩‏ ک- ۱ ۳ ۱ اس ۱ ۱ ۱ 
۵ ۵ ۵ ۵ ۵ ۵ ۵ 
جدول ع1 نهایی بوده وجواب بهینه این مساله کوادراتیک دارای محد ود بت خطی 


باروش ولف براپربا 5 "2 5 ۱" می باشد و 20 و4 - (». بایان مارآ 


بهینه ساری غیر خطی 


۳۳۷ 
تمرینات 
مطلوبست حل مساله های کوادراتیک زیر با روش ولف 

۱ ۲( 

و2 ( 2 < (  )2‏ 1/۳ و2 + 102 سف <(2) گ نك 

57 هگ 

2 و 

ی 6 > 1,۲1 

۳ 20 2و2 


۳ 
+ 22 + رک 3 ع() ز 2۸0 


۳ 
تک زر 
4 > ر + 42 
0 ورتم رب 
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۳-۶مدل‌های تنکیک پذیر عدنصصهع۳0 ٩60۵۲20۱6‏ ( ۱۳۰ 

تابع چند متغیره را تفکیک‌پذیر گویند اگر آنرا بتوان برحسب مجموع چند تابع جداگانه 
نک سغیره وشنگه. مق های مساله ۱ کیک نی طوری اس که خابم هدف و 
توابع محدودیت آن برحسب مجموع چند تابع جداگانه. که هر کدام یک تابع یک 
متغیره است. بیان می‌شود. واضح است توابع خطی توا بعی تفکیک‌پذیرند. در مسایل 
تاک ای رای نت هی ۶ مبوظ بف ی ها هگا راب سس 
و اجزای توابع 17 محدودیت ( زوها) مربوط به متغیر های "گانه را با مز ,9:۲۰ 
به ازای (۱,...,10 < ) نشان می دهیم. 


۲ 
(,۲) .۰+( ۲) ۸۸ ۲ ۸۷۵۲۲ 
مگ 


هسصا ار رک تابر + ریس رک [ هر 
1عز 


و یت اک زر 0 2 ر 3 


( ۲-۲ بر ( ,۲ +۳۵) 22+( 2۲ -۳۰۱),ع( ) ۸۸۵ 
هگ 
۰ > ۲2+ ۲ بر 
۰ ک ۲ ,21 
2,2۰ 
در اینجا 
۳۵۵-۵ ۶( ,۳,2۶ 


۱ 


۱ 
ص ۶۸۴-۶۸۶ بازارا( ۰۲۰۰۶ ص ۷۱۰وینستون (۱۹۹۴) .ص۴۲۶ مرحوم دکتر اصفر پور(۱۳۸۱).ص ۵۸۱ هلیه 


و لیبرمن(۱۹۶۸) 
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و مدل تفکیک شده چنین است: 


۳ 
8) (+ 8, )۲۱( > ۰ 
8 )۲۱(+ 8 ),( ۰ 


پایان ۹ 


۱-۳-۶ تفکیک پذیر کردن توابع 
لازم به ذکراست که برخی از توابع ظاهراً غیرقابل تفکیک با استفاده ازپاره‌ای از 


عبارت بظاهر جایگزینی با عبارت 
شرط رز ِ ِ پت اضاه 
شرط ك تفکیک نشدنی تایاور محد ود ب فی 
۳۳ مدا رای 
3 2 ۲ 2 و 2 ۳ ۱ 
( 2 
در | و2 ۶ ۳ 10۵ 1082 102 
۲ ۷-22 108 
ندارد 2 بر ۶ 
220 0۵( ۲ ۷-0۵ 102 
0 < , 2 2 
زٍ ۳ (ر)ا (رع درد رتعول2ب عم روما 


مثال ۳-۶: 
۳ ۳ و تک 
(ب۱) با قید مثبت بودن هر سه متغیر. 


حل: این عبارت را به ۷ نشان داده و می نویسیم: 
۰ 2 ۳ ۶ج بر << در( ۲۱۵۵۱ - ۲۱۵۵ + 100 < 100۲ 


مطلوبست تفکیک عبارت 
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بایان مدار ط 


۲-۳-۶ حل مسایل تنکیک‌پذیر(5۳) بی محدودیت با فید فاصله روی متغیرها 
اگر محدودیت نداشته باشيم مینیمم (2)ر زور( )رگ را جداگانه بدست 
می‌آوريم. جواب مینیمم کلی 7برابر حاصل جواب مینیمم تک‌تک /هاست. اگر ها 
مقعر باشند برای یافتن ماکزیمم کلی که مقعر است. ماکزیمم ها را بدست می‌آوريم. 
در ضمن در مسایل تفکیک‌پذیر اگر تک‌تک رها محدب باشند. تابع کلی هم محدب 
خواهد بود و برای بررسی تحدب مسائل ۲ متغیره توجه داشته باشید که اگر دترمینان 
هشیان تابع ها منفی نباشد. تابع[ محدب خواهد بود. 
۲-۳-۶ حل مساأله های تنکیک‌پذیر(۳) محدودیت‌دار 
یک راه حل مسأله‌های قابل تفکیک (.۹.۳ ) تقریب زدن هر ( , «) ,۶( د) ری با 
توابع خطی قطعه به قطعه وحل مسأله برنامه ریزی حاصل با سیمپلکس است که ذیلا 
به آن پرداخته می شود. 
۱-۳-۳-۶ خطی سازی قطعه به قطعه برای تقریب یک مساله غیر خطی 5۳ 
چگونه یک مسأله خطی که مسأله تفکیک پذیری(8۳) همانند مسأّله ۳ در بخش 
۲-۶ را تقریب می‌زند تعریف نماییم؟ 


مسأله خطی جدید با جایگزینی هر تابع غیرخطی در مسأله ۴ با یک تابع خطی 
قطعه به قطعه بدست می‌آید. 


برای تشریح موضوع یک تابع غیرخطی پیوسته مثل 0 از متغیر ۸۸ را در نظر 
بگیرید(شکل زیر). فرض کنیدکه مقادیرل| در فاصله [ »4 مدنظرباشد. تابع غیرخطی 
۵ را می‌خواهیم با تابع خطی 0 تقریب بزنیم. فاصله [6 »] را به زیر فاصله‌های 
کهخکگر هن کنیم با تقاط یی (شاط کشستگی) یرب کی شک 


زیر دیده می‌شود. 


کومصنا موزها -عممزن ‏ 
واصنمم 0نتع ع ماصئمی لوعیط ۲ 


بهینه ساری غیر خطی ۳۳ 


067 


- زیرفاصله‌ها لزوماً هم‌طول نیستند. 

- هرچه تعداد زیرفاصله بیشتر شود دقت تقریب بالاتر می‌رود. 

تابع 0 را بازای هرنقطه متعلق به یک زیرفاصله به صورت ترکیب محدبی از نقاط 
انتداو انتقای:زن فاصله م‌تویسیم: 

به عنوان مثال دو نقطه ر,ین/] ظ . ریما 4 را روی منحنی در نظر 
بگیرید. مختصات افقی(!) هریک از نقطه های بین 8,۸ در بازه [ ,, ,۸ ,۸ ]واقع 
بوده و به صورت ترکیب خطی (محدب) از نقاط ابتداو انتهای بازه قابل نوشتن است: 

06۸1 رببل(0 ,۸۶2۸ ی 1ع یا( مببلامل + بلام(ع لا 


(0)۸ یعنی مقدار تابع در اين نقطه هم نیز بصورت ترکیب محدب زیر قابل تقریب 
است. این مقدار را با (/)۵ نشان می دهیم و داریم: 
1 (,,)2(6-) +() 20 -() 0 


21 ما + ,2 (بب )206 +( ,۸) 2,0 - (بر) 0 
(0)۸ در واقع عرض نقطه ای با طول ۸۸ از پاره خط ۸8 است. 
اثبات 


فصل ۶ بیرامون خطی سازی و چند مساله کلاسیک ,]۱۱ ۳۳۲ 


در زير نشان داده شده که اگر طول یک نقطه از پاره خطی منل ۸3 را به صورت 
ترکیب خطی ,, ,2:۸ + ,م2 ازطول نقاط ابتداو انتهای آن بنویسیم عرض این نقطه 
به صورت ترکیب خطی (,,,۸) 2:0 +( ,۸) 2,0 ازطول نقاط ابتداو انتهای آن قابل 
نوشتن است: 
معادله پاره خط ۸۶ چنین است: 


« -0),( _ 0) -90۸,( 


بل" دب با بلا -" ت 
طول یک نقطه از این پاره خط یک ترکیب محدب است و با جایگذاری 


ربب بلارم2 ی ,2 < ۲ خواهیم داشت: 


پب ([904-(ه9_ ,)6 « 
بل - + بل بل - ۱+ ,لام + بلاو2 
"۳ (ب)0-( ,60 _ ,)۲-0 
- زب ( بل - وب لایر 
( ,)20 +( 2,014 < ِ 


پایان از ٩‏ 
مثال ۴-۶: 


هر مقدار ۸ در بازه 3 > ,۸ > ۰1 به صورت زیر قابل نوشتن است: 
1< م2 + ,2 م3 + ,212 بر 


و مقدار تابع برای تابع() ۲۰۸ - ۲۸۲ < () به ازای یک نقطه در بازه 3 > ,۸ > 1 
بر حسب نقاط مقادیر تابع در ابتدا 9 انتهای بازه چنین قابل تقریب است: 
3ک کا (3) گی2 +(1) 2 <(۸) ۶ 


۶)۱( - ۲۵۱(۲ ۲۰۵-۸ 
۶)۳( < ۲۵۳(۲ - ۲۰0 - -۲ 


1 )۸(- 182-422۸, 1 >3 


بهینه ساری غیر خطی ۳۳۲ 


شکل ۲-۶ نقاط گسستگی 
و بطور کلی برای مواردی نظیر تابع این مثال در بازه۵ > ۸ > ۰ ونقاط بینابینی "و۱ 
(۸) ۶ را برحسب ترکیب خطی از نقاط ۵۰۳,۱۰۰ با مقادیر تابع مشخص شده زیر 
 )0( 20, )1( 2-18 <,[ )3( 2-42, )5( 2-0‏ 
1ب + ی + 2+2 )٩(‏ یز +(3) 2 +() ,2 +(0) و2 () 
5 >0 ی50- م42 - ,182- 0 - (۸۸) 
و ۸ نیز به صورت ترکیب خطی زیر از نقاط بازه به صورت زیر قابل بیان است. 
5۸ + م3۸ + ,14۸+ م2 < در 
1 به + یه + م2 + 2 
یلا ز. ۸.20 
در اینجا مطرح می‌شود که رها باید اصل موسوم به هم‌جواری را نیز ارضاء نمایند. 
بر طبق این اصل در میان ز/ها ۲ مقدار باید مثبت باشند (و نه بیشتر) و در ضمن این 


/ 
7 


دو همجوار باشنداین مت 


۲-۳-۳-۶ اصل مجاور بودن( هم‌جواری)! 
شرط يا اصل موسوم به هم‌جواری يا مجاور بودن بیان می کند که: 


۲ «متامحصتووه ۵0[6007(ص ۴۲۹ اصغرپور۱ ۰۱۳۸ وینستون؛۱۹۹۴ص ۷۱۳) 


فصل ۶ پیرامون خطی سازی و چند مساله کلاسیک ,]۷ ۳۳۴ 


برای کم نشدن دقت در تقریب خطی قطعه به قطعه. در تقریب یک نقطه از تابع به 
کمک ترکیب محدب چند نقطه. ۲ ارزش( و نه بیشتر) از ۸ ها بایدمثبت شود و 
متوالی باشند یعنی يا ر۸, ,بر یا ر۸,رر۸. اگر ۲ ارزش غیر متوالی مثبت باشد 
تقریب خوبی نخواهیم داشت. این موضوع طی یک قضیه در مراجعی نظیر بازارا و 
همکاران(۲۰۰۶) ص ۶۸۷به اثبات رسیده است. اگراصل همجواری تأمین نشود و 
ارزش‌های دو مقدار (دوز2 ) غیرمجاور مثلاً و , 2 مثبت شوند دقت تقریب کم خواهد شد. 

اصل همجواری در تقریب مسأله کمینه سازی که در آن :ها محدب اکید و 8 ها 
محدب باشند بصورت اتوماتیک تأمین می‌شود امادر غیر آن صورت بایداز یک مکانیزم 
درحل مسأله خطی با سیمپلکس بهره گرفت(اصغرپور ۱۳۹۱ ص ۴۳۴) 
توضیح اصل هم جواری با مثال 

(ص ۶۸۵ بازارا و همکاران ۲۰۰۶۰) 

توجه کنید که در استفاده از تقریب خطی فوق الذکر یک مشکل اینست که نقطه 
۸ در فاصله [,,,ل/, ,| بصورت ترکیب محدب دو نقطه غیرمجاور یا بیشتر نوشته 


شود(عدم رعایت اصل هم جواری). برای توضیح به مثال زیر توجه کنید. 
مثال ۵-۶: 


تابع "مر <-(0)/۸ شکل زیررا در نظر بگیرید که برای 2 > ۸ > 2- رسم شده است. 
0 


21 تج 1 3 ۲ ()*0 


3 1 
ار ۶ ۲۴ ()0 


2 -1 0 1 ۲ 2 


" به شرط یا اصل مجاور بودن در اصغر پور(۱۳۸۱) ص ۴۳۴ و قاعده ۲16 اجه موه 1650710160 در 


بازاراو همکاران (۲۰۰۶) ص ۶۸۷ می توانید مراجعه کنید. 


بهینه ساری غیر خطی ۳۴۵ 


1 1 3 1 ۳ 
ت ابه ۲صورت ت- 2 2- -+0۱)- م توان نوشت. 
را به ۲صور (2) )+( 2« ‌ ‌ )7 می‌توان نو 
مقدار دقیق تابع در 21.5 بم برابر 2.25 2 *1.5-(1.5) 6 


مقدار ایغ طیق. تظریب ال 35 (28)2+(0)0 2 


سا ره اه 57 1 2 
واضح است که تقریب اول که از نقاط بینابینی مجاور استفاده می کند تقریب بهتری 
می‌دهد. در تقریب دوم. دوز که مثبت اند وا تس : پایان ۲۱۹ 
مثال ۶-۶: 
مطلوبست حل مسأله زیر به کمک تقریب خطی. 
ود - م3 + د - رگ < () ز ۸/۵ 
.۰ 
۱ 
2> 2 + : ر8 
2 > > 0 
4 > رد > 0 
حل: 
بازه برای , [2 0/وبرای,: [4 0 می باشد.توابع مسأله تفکیک پذیرو 
وجنین قابل تفکیک اند: 
۱۳۱ 
و و32( و۲) و 


و2۲ (وه) ور8 ( 8 

رک ها وق ۱(<۶) و8 
برای بازه مربوط به ,۲ یعنی [ ۲ *] نقطه بینابینی ۱ را در نظر می‌گیریم(شکل ۴-۶). 
با قرار دادن ۲ < ۲۲ ۱ < ۸۷۱۲ ۰ < ,لا هر نقطه در ۲ > ,۲ > . 


بات کیب‌خطی 2,۷ ,یل < لیا ۲2,۳ + ,۱2 + ,۰2 و۱ < 2۱7 «عیانا 


۱ 
مطالعه قضیه ص ۰۸۸ بازارا(۲۰۰) توصیه می شود. 


فصل ۶ پیرامون خطی سازی و چند مساله کلاسیک ,]۷ ۳۴۶ 


مقادیر توابع تفکیک شده برای متغیر ۱ در جدول زیر داده شده است 


| مقادیر توابع تفکیک شده به ازای نقاط زیر فاصله برای متغیر ۱ 
مقدار 2 
2 لد) ۳ لرد) "20 لل) 1 ۲۲ 1 
(حاصل از حل) 

۰ 7 ۰ ۰ ۰ ۰ اف 
۱ 

یسح ۸ 1 ۲ ۶ ۱ ۲ 
۳۰ 

۳۹ 

کت 4 ۲ ۳۲ 1 ۲ ۳ 
۳۰ 


پس تقریب تابع , و ,9و ,,9چنین أست: 
یب 6 +یب 4+ ,02 < ب1)0۲(2 + ۲)۱(2۷ + ۶)۰(2 2 (۱ ,۶ 


۷۲ + ۲2,۷ چ ر2 ۰ م۲(2) 9 ج )یو ج )ی 229 (2) 8 


بهینه ساری غیر خطی ۳۳۷ 


۳,۳ + ۱2,۲ + ,۰2 ع ۲(2۱۲) ,9 + ۱(2,۲) ,9 + 229 (۱) 8 
و برای بازه مربوط به متغیر ۲« یعنی [۴ ]| نقاط گسستگی۲.۱و۲ را 
برمی‌ گزینيم. هر نقطه در فاصله 4 > رد > 0 با 
ی ی رک و 
یا 2۱ 2-۱2۷7 لا < با 
قابل نمایش است. 


مقادیر توابع تفکیک شده به ازای نقاط زیر فاصله مربوط به 1 در جدول زیر آمده است. 


د 6 م 
7 (بب) كِ9 یبد) ۸۳ (بد) 1 ۳ 1 
(حاصل از حل ) 
۱ ۸ ۱ ۰ ۱ : ۰ ۱ 
۱ ب۸ ۲ ۱ ۲ ۲ 
# ۸ ۲ ۲ ۲ ۳ 
۹ ۱۸ ۳ ۰ ۳ ۶ 
.1 ۳۲ 3 ع- ۶ ۵ 


۶۵2۷۵ + ۲0۳2۸۷۴ + ۲)۲(2۸۷۲ + ۱۸۷۲ + ۸۷( ۲۰ 2۶ (۲)۲ز 
مب - رما + ما2 + یم 2+ ریا < 
1 
و برای ,9۷ و9 : 
وب(ه)ی 0 2 2۸۷۷۲۵( )9 23 2۳( 9 2 9۳۳ 2 0 


۴۳۵ دِ ۳۸۲۶ ِ ۳2۳۲ دِ ۱۷۲ ِ رس تس 


9۷:)۵(2۵ 7 )۷ 9 ‌ ب۲(۸), 0 نج ۷۳6 2 9*۹۳ فّ "9 
۳۲۷۵ ِ ۱۸۵۲۶ ِ ۸2 ِ ۳2۳ ِ رب ت_ 


فصل ۶ پیرامون خطی سازی و چند مساله کلاسیک ,]۷ ۳۳۸ 
ما - رما + پب2 + را 2 + ربا +پی2 6 +2 4 + ,02 2 ۸۵ 
1 


2 > ما4 + پماد3 + م2 + مشا1+ رب02 + بیب322 +22 ب+را .91 
2> وم324+ 18+ ره + م2 + ,م02 + م22 + م2 + ری02 
21 جما + وب + رب 
21 وی + میا + میا + وم + میا + ری 
توب 0 0 < بر 
۷ ۸ 66( ۸ 
نتیجه حل مسئله برنامه ریزی خطی فوق با سیمپلکس : 
209 


1< ری مد 2 م2 2-1173 


بقیه 2۸ ور۸ها صفرند. 
بنا بر اصل همجواری برای هر ز6؛ دو زر نباید مثبت باشد مگر اینکه مجاور باشند. در 
اینجا دو مقدار مجاور مثبت برای 2 بدست آمده یس اصل همجواری رعایت شده است. 


29 1 : و 
0 0[ 2)( ۸ ۲ 


11 < 2 وی +20 [ با )( پط/) 2 2 و2 
[< 1 


برای یافتن مقدار تابع هدف مساله اصلی ۰ ,و2 را در تابع هدف آن می‌گذاريم : 
بر - ربر3 + بر - 2 
27 ۱(۳)-(3()۱)+ (1.97)- 2571.97( ز 
حل مساله اصلی با لینگو 
مدل 
100061۰ 
:2۲۰- ۳۶۲۲+ ۱۸۷۲ ۱-2 100262۵7 


۲۰۰۶۱۸۴۲۲2۳۲ :۸۲۱ +۲۰۲۲ 2۳۲۱۲۱2۲۲0 


نتیجه: ۱,۹۷۶ 2 .2۱,۴۹۱ ۷ ومقدار تابع هدف برابر۸,۲۲۶ .پایان ۲۹ 


۱ مطالعه صفحات ۷۱۰-۷۱۵ وینستون (۱۹۹۴) مناسب است: 


بهینه ساری غیر خطی ِ 


مثال ۷-۶: مطلوبست حل مساله تفکیک شدنی زیر 


+ 5+( 67-2( ) ز 2/۱0 
هگ 

32  - 2 ر‎ > 6 

2۲ +37 2 > 0 

0 >, > 4 


06 > > 0 
حل! 


۱ )۱( < ۶ - ۷۳2 

۷ )( < ۵۷ + ۲ 

0۱۱/۱( < ۳2 0۱۲6۲( < ۲6 

0۲۱6۱( < 7 9۷۲)۷( < ۳۷ 
۰ 


بهینه 2 ۱ ۸ ۱ (ا) ,بو ۱ ,)9,۱ ۱ ۳ 


0 


مقادیر توابع تفکیک شده به آزای نقاط ,۲ , زیر فاصله[۴ 


۳ 1 
بر ۴ ۰ ۱ ۰ ۱ ۰ ۱ 


۱توسط مهندس مسعود حاج غنی دانش آموخته کارشناسی وارشد دانشکده فنی دانشگاه شهید باهنر کرمان 


فصل ۶ پیرامون خطی سازی و چند مساله کلاسیک ,]۷ ۳۵۰ 


حال مساله برنامه ریزی خطی زیر بایدحل شود: 
۱/9 
۱۳۸ ۴ ۱۸۷ ۲ ۲۲۸۷۲ ۲ 2 ی 2 با ۲ ره < 
یک 
7 > »۱۲2۷ ح ۸2 27 ۰2 ۲ ۱۹۲ ۲ ۸۱2۸ ۳۸۱۲۷۲ + 2 


۰ ک ۱۱۸2۵۷ ک س۸ ۲ ۱۳2۸۷ 2 ۲۵ کچ م۸۱2۸ ۱2۸۱۷۲ ۲ 2 
2.۱ ,2۷ + 2۳ ۲ 2۷ ۲ 2۱ 


۱ ۸ و ۸ ی ۷ ی ۸۳ 
۳۶ < 6 ۱,۲ < از ۰ < »از 


جواب این مساله با استفاده از لینگو 


۵ > ,3 2,۰ ,2۳ ۵ << 23 
حتت :3 ث «حِ* _‌ث«ِ*+ نت 3 
<< 4 5 ۸ > 2 2 2۳ 


ص ۷۱۳ ) آندو باید مجاور باشند. چون دو 2 مثبت یعنی 2.۴ و,,2 غیر هم جوارند 


شرط همجواری نقض شده است. در ادامه با توجه به نزدیکی مقدار این دو بترتیب به 


صفر ویک, آنها را چنین قرار می دهیم: 
۰ < م۸ < 22 21 ۱ 2< ,2۸۱ 


و لذا: 
ِ 
۰ < ۱ ر ۰ < داز زد 
162۱ 
۵ 
٩‏ ۱2 ۸ * < ۸۸۷۸۷( < 2 
12۱ 


بایان مثال ۰ (۳)۵۲ ف لر۳ بر 3 ۲۶۱ < (10 


۲-۲-۶ ۳ تقریب با فرم ۵ در مقابل تقریب با فرم.2 
ی و ی و ی 
اک لا یه اک بر ( 2۸۵( ۵ 


که در آن 


بهینه ساری غیر خطی ۴۵۱ 


حداکثر دو تا از ِ ها باید مثبت واین ۲باید مجاور باشند تا تقریب خطي خوبی داشته 
باشیم. این تقریب به تقریب با فرم ۸ در خطی سازی مدلهای تفکیک پذیر شهرت 


دارد. البته تقریبی هم با نام فرم ۵ برای خطی سازی این نوع مدلها وجود داردکه در 
مراخض نظی‌مازعل هکل (/۱۹) مک کارل ع تال 0۱۹۸۱ آمنه استهه 


۴-۶ مدل‌های برنامه‌ریزی کسری خطی ۲ 

در خاتمةّ این بخش شایسته است که گفته شود برخی از مسائل برنامه‌ریزی 
غیرخطی عملی. با بهینه‌سازی یک تابع هدف به صورت خارج قسمت دو تابع خطی 
چندمتغیره یعنی ِِ < () [مشروط به تعدادی محدودیت خطی سروکار دارد که از 
جمله مسایل کلاسیک بوده و به مسایل برنامه‌ریزی کسری خطی شهرت داشته و تعمیم 
برنامه‌ریزی خطی می‌باشد. 

این نوع بهینه‌سازی در مراجعی مثل بازارا و همکاران (۲۰۰۶) ص ۰۷۰۶ آوریل 
(۱۹۷۶) ص ۱۷۹ توضیح داده شده است. از جمله حوزه‌های کاربردآن عبارتند از (عرشام 
و کان؛ 1۹۹۰): 

مسئلة کاهش ضایعات برش رول کاغذ به رولهای کوچکتر با اندازه و تعداد معین با 
هدف به حداقل رساندن نسبت ضایعات به خروجی مفید. 

برنامه‌ریزی کشتی‌ها برای به حداکثر رساندن نسبت سود در هر سفر به کل زمان 
سفر در حضور تعدادی محدودیت خطی و یافتن سیاست‌های حداقل هزینه برای 
مدیریت سیستم‌های استوکستیک تحت مفروضات ما رکفی. 


عمتصصمومم عاصمتعمعه که ما مصصصهاً ف]۰ ۲ 
»4 آماب۱۵ ۲ 
لدم ک م۱۲ ۲ 


۲ ی 
مصتصصصصه ۲۵ م۳۲۵۵ تهمطز ] 


فصل ۶ پیرامون خطی سازی و چند مساله کلاسیک ,]۷ ۳۵۲ 


برای خل مسایل کنمری, کوشتهای. زیادی صو رت کرفته است: ازجمله اکر امکان 
خطی سازی مساله وجود داشته باشد مساله خطی شود" فرض کنید برنامه ریزی 
کسری به صورت زیر باشد: 
3 646 ۱ 
رو (مزدنه 
> دم 
2۰ 
ک 2 
رس 6۵ ]6۶ 
( 40 ...4 4) عل 


و( 


با تغییر متغیر زیر 
7 ۱ 2 


3 ۶ << 4 
01 + ۰ 01 + ۰ 3 


۵ 


مه ۳۳ جح . ۳۳ 1 
و جایگذاری < در مساله اگر مخرج یعنی و[ < ۰ + 02 همواره مثبت 
باشد . جهت نامساوی اصلی ‏ > ۸42 تغییر نمی کند ومسئله به صورت زیر تبدیل 


0+۶ < 2 12۱11۱ 
۰ > ]۸-0 
۱-< .+ رل 


۰ ۰0< 1 
توجه کنید ] و ۷ مستقل نیستند. این مطلب يا محدودیت ۱ <- .۶0 + 27 بیان 
شده است. مثال ۸۶ با این روش حل شده است. اما لازم به ذکر است که همواره این 


بهینه ساری غیر خطی ۴۵۲ 


روش کار ساز نیست.. در ضمن اگر مخرج یعنی ویب < .1 + 02 همواره منفی 
ناشن انگاه نا رب مخرج گس هعشا 


(2), اه دی ی 
()+[- (,01 +0 ) - ِ« 
تین ۱ "۳ تین بت 
3 .01 + د8)- ِ )۷ 


مسئله به صورت زیر تبدیل می شود که با سیمپلکس قابل حل است 
۲-1 61 11 


ه >> ]۸11 


01-۰1 1 > ۱ 


لازم به ذکر است که همواره این روش کار ساز نیست. 


ازجمله پژوهشهای زمینه حل مسایل کسری» کار عرشام و کان (۱۹۹۰) است که 
یک الگوریتم مفصل برای حل مسایل برنامه‌ریزی کسری خطی ارائه داده‌اند. 
مثال ۱۸-۶ 
مساله کسری زیر را خطی کرده و جواب بهینه آن را بيابید. 
۲26۱۲2۵۹۲ 
۱۰ > ۷ ۲ + ۲2 ۲ 2 
ِ ص س رت رو 
حل 
گ 
۰ (۳ ۲ هبو .<< (۱ ۳ ۲)حل ,(۳۲- ۲ ۵)) 
سس 


با تعریف متغیر های جدیدزیر 


۲ از: مهندس سینا بیگ مرادی دانشجوی ارشد مهندسی صنایع دانشگاه شهید باهنر 


فصل ۶ پیرامون خطی سازی و چند مساله کلاسیک ۱1,۳ ۹2۴ 


۲ 2۱ 
بر بر ور ۲ ۵ ور بر بر ۲ ۸ 
۱ بح نگ ِ 
۲ سر +۲ رز ۲ ور یرب مر ۲ 4 
۱ 


۱ 


داریم: 
۳۷ - ۲۷ + ۵ < ۶ ۲۲۲۲۷ 
٩.1.‏ 
۳ > ]۱۰ - ۲۷ + ۲۷۲ ۲ ۱ 
۱ < ۲۲ + ۲ + ۲ + ۲۷۱ 
وت ۷۲۲ ۷۱۱ 
2۵ ۷ و  <۰‏ و 2۰ ۳ و ۴<۰/۱۸۷۵) 
لذا: 
مر شم 
۳ بر زج ۲ ِ 
> ۳« 0 
ع8 1 ۰ ۵ ‌ " 
ب ۲ + بیر ۰۱.۱۲۵ + یر ۱.۸۷۵ + 2 2 "۰ 
_- 1 
۵- < "2 پایان مزر ۵ 


در خانمه بخت با الگوریتم مقالة جفها (۱۹۹۹) یک.مساله کسری ساده حل م‌ شوه : 


مثال ۹۶ توضیح الگوریتم برگرفته از مقالة چدها! (۱۹۹۹) به نقل از سایت مندرج در پاورقی . 


مطفمط ۱ 
اصمممصتامنلن۲مطصط مع مناج موه ۰ عتمتم و حمدطاهه لسع لوات عصمط//:9 6 


۱ 2 
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مطلوبست رسم ناحیه شدنی و حل و ارائه یک بازه برای مقدار بهینه مساله کسری 


زیز 
۶۲ دِ ۳۹۱ 


۱ 
۱ ۲ 


:۹.1 
۶ کب ,6 

۳ ۱ + ۲ < 
6, (2.۰ 


262 ۳ ‌ 


۲ 


ط 


شکل ۵-۶ تاخيه شدنی. مساله فوی‌زباره خط طظ 
۳۷ 
تایه دی باب‌عظ باضان خی ففظة (باکه و (2)۲۰۲ است با: 


۱۶ 
۰ س(108 و ۲-(10۸ 


م00 ۴۲0۲0حاط بهم تام مه ۰ 0۵۲۵ /ظقنع‌ما دهع :۱2۱0211 .عصصمطظ//:۸)۵ظ ۱ 
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نمایش پارامتری پاره خط ۸۶ به صورت زیر است: 
۱ >> ۰ ۰ 2۲-۷( - ۲0۱ + < ۲2۷ + بت ,کر 


تابع هدف مسئله روی پاره خط ۸ به صورت زیر می گردد: 
> ۰ ,(,2- ۵ /(,(۴- ۱۶) < (۸۱) :1۷1۵ 


یافتن نقاط بحرانی 
۴ 
بح نت اس 2 / 
۵-2,(۳) ‌ ۷ 
که هميشه در دامنه خود یعنی ۱ > ,2> ۰ منفی است. بنابراین» هیچ نقطه بحرانی 
طبق تعربف فوق برای این مسئله وجود ندارد. 
اکنون با ارزیابی() ] در نقاط ظ ,۸۵ نتیجه می‌گیریم که جواب بهینه در نقطه 3 که 
۶ 
مختصات رد -( 6۱,۲ و مقدارتابع هدف ۳ برتری دارد زیرا مساله بيشینه سازی 
است در ضمن با در اختیار داشتن اطلاعات فوق محدوده زیر را برای تابع هدف در 
۱۶ ۴ ِ ۳ 


سس > ۲ 
۵ 1 


پایان ۹۹ 
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تمرینات 


۱-مطلوبست حل مساله تفکیک شدنی زیر 


ویر 22 جر برک- 3 <(2) کر ۷/0 
۳ 

0 کی 9 32 

4 > ر 2+ , 42 

[ 


دک بز زک ۳ 


۲-مطلوبست حل مساله زیر 


+ 22 + ودک  )(<-32‏ ۸ 
هِک 
مک ماه 3۳ 
4 > ر + , 42 
و256 
"۲-مطلوبست حل مساله تفکیک شدنی زیر 


لد + لد + ند > 0۵ 1/10 
.51 


9۱:۲۱ > ۵ 
0۲: 1 
1 


4 


۱۸ 
مت مه 


2 
۲ 
ر بخ برای حل : حد بالا خن ۱ ,2۲ ر26دآده نشده 


برای حد بالای 2 : 
۵ > رم و ۵ ک ۲ ۳ 2 ۳۲ 


۲ > ۲ 
برای حد بالای 17 : 


۱ - ۵ > ۲2/۱ 
۳ > 2 هد باب - ۲۵ > ۱ج ۲ ۳ 
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برای حد بالای 2۲ : 
سم و ی 
براساس حدود بالا وپایین 27,2۱ ,1۳ مساله حل شود 
۲ + مد + ۲ < 2 ۸:۶۰ 
2۳ < (۷)۳[ ۲ < (1,)۷ 2 (6۱) ۶ 
۲ < (0۱۲۲ < (9۱۱6۱ 
۲ < (9۲۲۰۲ ۰ < (97۲۲ 0 < ( 97۱6۰ 
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۰ ض 0( ۰ 1 
۵-۶ خطی سازی عبارات غیر خطی 
در این بخش خواننده با یک سری تبدیلات و تغییر متغیرهای مناسبی آشنا می‌شود 
که با آنها عبارتی غیرخطی به صورت دقیق یا تقریبی خطی می‌شود؛ از کاربردهای این 
ممکن است بتوان یک ط]لا را به برنامه‌ریزی خطی() تبدیل و با روش‌های 1,۳ 
متداول از قبیل سیمپلکس حل کرد. 
ممکن است دریک ۳[ با تبدیل محدودیت های غیر خطی به خطی بتوان مساله 
را با الگوریتم خاصی مثل الگوریتم ولف حل نمود. در برخی از دروس هم چون آمار 
برای پاره ای از محاسبات ممکن است به خطی سازی نیاز باشد. 
ذیلا چند تکنیک که در زمینه خطی‌سازی انجام می‌پذیرد آورده می شود: 


۱-۵-۶ خطی سازی عبارت حاصلضربی (۷0061 6«تام‌نام‌[۷۵) : 
در اینجا منظور از عبارات حاصلضربی مدلهایی نظیر فرم غیرخطی 
5 2 ره ,۴8 1 و < ( است که با استفاده از تبدیل 
لگاریتمی خطی‌می شود : 

6 108+ 102 +... ب+ی 8108 + 102 + 2102 « 102 
حال اگرر 108 را با ر# و عم[ را با ۷ نشان دهیم با یک رابطه خطی روبرو 
به عنوان مثال برای مدل ساده زیر 

۱ )۸, ۶0 0 1(, ۵ <0 


۱ 11062172 


فصل ۶ پیرامون خطی سازی و چند مساله کلاسیک ۲۲,۳ ۴۶۰ 


شکل ۶-۶ مدل رت / 
خطی‌سازی چنین صورت می گیرد: 


(6)ع10+() 02 ,<<( ) ع10 
(10820 ,(1080 رابطه خطی دارند (شکل ۶-ع) 
۱09 


09 


وه ۱۵9 - ۱۳۱۲6۲۵6۵۲ 
شکل ۷-۶مدل ی 02 < ( خطی شده 


۲-۵-۶ -خطی سازی عبارت نمایی (۷0061 ادتا۲00۴6) : 
فرم غیرخطی زیر : 
۲ ۰۵ ۲«رظو) ۰ 2 7 


که در آن:8 اسکالر ,۰ < ۶ می باشد چنین قابل خطی‌سازی است: 
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1 
۶ :8 ۳1 + ,۵ < 1۳7 
۱ 
(0 1۳ رن« ها رابطه خطی دارند. 
به عنوان مثال فرم غیرخطی: 


0 ۶,۶), 0, <۱0 


شکل ۷۶ مدل مرو < « 
به صورت زير قابل خطی‌سازی است: 


۴ + (بم) «1 ع ر0 1 
2 و( ظ. رابطه خطی دارند: 


5۱006 


-- ۱16۲660۲ * ۱۳ ۵ 


۷ 


شکل ۸۶ مدل8 + (,ه) ما ع رن ما( 0۵*7 ( خطی شده) 


۲-۵-۶ خطی سازی مدل معکوس (۷0061 [۵60۲۵۵) : 
فرم غیرخطی: 


فصل ۶ پیرامون خطی سازی و چند مساله کلاسیک ,]۷ ۳۶۲ 


1 
1 
ع در .۲ + و8 
چنین خطی‌می شود: 


1 
۳۳ 
.۶ ۲ ۲ ۲ 
با معرفی ۳ با یک رابطه خطی روبرو خواهیم شد. 


۴-۵-۶ خطی سازی مدل کسری خطی : 
فرم غیرخطیزیر را در نظر بگیرید: 


9 


شکل ٩-۶‏ مدل کسری 


( < 0 


۲ + 9 
خطی‌سازی آن جتین می تواند باشد: 


تس رابطه خطی دارند: 
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1/۲ 


٩51006 - 6/۵5 


۱۱6۲۵6۴۲ - 1/5 


1/۴ 


شکل ۱۰-۶ مدل 


1 1 1 
۳ ۳ ) ِ 0 < ( خطی شده) 


ال روط 


۵-۵-۶- خطی سازی روابط دارای قدر مطلق! 
قدر مطلق می‌تواند در تابع هدف یا محدودیت مدل‌ها ظاهر شود که در ادامه به هر 


دو مورد اشاره می‌شود. 


۱-۵-۵-۶ خطی سازی مدل‌های دارای قدر مطلق در تابع هدف 

فرض کنید که در قسمتی از تابع هدف عبارت ال - | وجود داشته باشد. برای 
حذف این قدر مطلق کافی است تغییر متغیر 

(. جع( در 

را اعمال کنیم. در این صورت به شرطی که از بین دو متغیر 7 و ! حداقل یکی صفر 
باشد» ثابت می‌شود که ۶+ 22 ال -7]. لذا می‌توان در تابع هدف, به جای ابز-| 
عبارت 27۳ را قرار داد و رابطه (1) را نیز در قالب یک محدودیت به مدل اضافه کرد. 
برای روشن شدن بحث به مثال عددی زير توجه کنید: 

فرض کنید ۲ و به ترتیب برابر با ۲ و ۵ باشند. بر اساس رابطه (1) می‌توان نتیجه 
گرفت که 2-1 نیز باید برابر بِ باشد. برای اینکه 3- << 2-1 شود 7 9 1 مقادیر 
مختلفی را می‌توانند اتخاذ کنند» اما تنها زمانی می‌توان به جای ال-د| از 27 
استفاده کرد که 2-0 و ۲23 باشد. در واقع اگر که 2-0 و 23</ باشد. هر دو 


رابطه 2-۶ < -2 و 2+۶ 2 |ل- 22| برقرار خواهند بود. پس اگر بتوان ثابت کرد 


" موجع این قسمت : کتاب هنر مدلسازی ریاضی, تالیف علیرضا رشیدی کمیچان» ۰۱۳۹۴ نشر دانشگاه آزاد 


فصل ۶ پیرامون خطی سازی و چند مساله کلاسیک ۱۷۲/۳ ۳۶۴ 
که حداقل یکی از دو متغیر 7 و ] صفر است. با توجه به رابطه 2-7 < ۷ - 2 تنها 
حالت ممکن آن است که 2-0 و 3</ باشد که در این صورت استفاده از 2۳7 به 
جای || مجاز خواهد بود. اگر مدل خطی و پیوسته باشد ثابت می‌شود که از بین 
دو متغیر 2 و ! حداقل یکی برابر صفر است (برای توضیحات بیشتر به مرجع مندرج در 
پاورقی مراجعه شود). 


۲-۵-۵-۶ خطی سازی مدل‌های دارای قدر مطلق در محدودیت 
فرض کنید که محدودیتی به فرم رابطه زیر در مدل باشد: 


0 > از - 2۲| 
این محدودیت را می‌توان به راحتی با محدودیت ذیل جایگزین کرد: 
10 > 7 - 2 > 10- 
اگر محدودیت به فرم رابطه زير باشد: 
10< ا(- 2۲| 


در این صورت يا 10 < « -2 است يا  >-10‏ - 21 می‌باشد. لذا می‌توان به 
فرم زیر قدر مطلق را از مدل حذف کرد: 
2 - 10 < « - 2 
(1-2) +10 > (- 2 


در این روابط 1۷ عددی بزرگ و 7 متغیر صفر و یک است. 
فرم فوق تضمین می‌کند 27-1 يا بزرگتر مساوی ۱۰ باشد يا کوچکتر مساوی ۱۰- که 
در هر دو صورت. قدر مطلق آن بزرگتر مساوی ۱۰ خواهد بود. 
حال فرض کنید که محدودیت چنین باشد: 
0 > ار - 27| > 5 


در این صورت می‌توان آن را با ۳ محدودیت 
2و خر 2 
(5+۸۲)1-2-> بر - :22 
10 > ( - 2 > 10- 
جایگزین کرد. 
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با توجه به روابط فوق اگر 21 باشد. 5 > ز-2 > 10- خواهد بود و در 


صورتی که 2-0 باشد. 10 > « -27 > 5 خواهد بود که در هر دو صورت. ب(-22] 
بین ۵ و ۱۰ قرار می‌گیرد. 
محدودیت اگر به فرم 
0 | - 27| 
باشد. می‌توان آن را به صورت دو محدودیت زیر نوشت: 
0 > از - 2۲| 
0 < از - 2۲| 
سپس این محدودیت‌ها به فرم زیر ساده می‌شوند: 
10 > ( - 2 > 10- 


22 - « < 10-2 

22 -( > -10+/)1-2( 

واضح است که مقدار 22-7 در صورت صفر شدن 2 برابر ۱۰ و در صورت یک شدن 7 
برایر ۱۰- خواهد شد. البته راه دیگر خطی سازی. ۶10 انز - 22| به صورث زیر اسث: 
(102-10)1-2 2 ز- 227 


۶-۵-۶- خطی سازی روابط دارای توان دو: 
برخی از محدودیت های درجه ۲ نظیر محدودیت مساله زیر 
<() ۸۱۸ 
کر ۶ < 0>- (1- ۳2 
براحتی به ۲ محدودیت خطی زیر قابل تبدیل است: 
2 > ۲ 0۳ 1> (1- ) 


) -1(< -1 0۲ 2 < 10 
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۷-۵-۶- خطی سازی مدل‌های دارای حاصل‌ضرب متغبرهای تصمیم! 
۱1-۷-۵-۶- ضرب دو متغیر صفر و یک (باینری) 

و یک در یکدیگر می‌باشد. فرض کنید در قسمتی از مدل, دو متغیر صفر و یک رد و 
رك‌ در هم ضرب شدهاند. می‌توان به جای این حاصل‌ضرب. از متغیر صفر 9 یک 
دیگری نظیر ۷ استفاده کرد. تنها کار باقی‌مانده آن است که این مفهوم را به مدل منتقل 
کنیم که 7 حاصل‌ضرب دو متغیر صفر و یک است. برای این امر از ۲ محدودیت زیر 
استفاده م ی کنیم: 


۳ 


1+ « 
( < ,۲ + ,7 
بین سه متغیر ,* و رد و ۷ هشت حالت مختلف طبق جدول زیر وجود دارد: 
حالات ممکن بین سه متغیر صفر و یک 
حالت 1 2۳ ۷ 


۱ ۱ ۰ 


ح| | | جم| ول | > 


] ۱ 

۲ ۰ ۶ 1 ۲ ۲ 
0 

مه | + ]| 

قبولند. محدودیت‌های 1 + 7« ک رد + ,و 2 < رر + بنیز به گونه‌ای تعریف شده‌اند 
در حالت کلی اگر 7 متغیر ۰ و ادر هم ضرب شوند. به جای حاصل, از متغیر صفر و 
یک 7 استفاده می‌کنیم و ۲ محدودیت‌داده شده در زیررا به مدل اضافه می‌نماییم: 


71 


11 
(7 2 ,در 7-1 + ( > رد 
1<1 


1-21 


۱ مرجع این بند کتاب: هنر مدلسازی ریاضی, تالیف علیرضا رشیدی کمیجان. ۰۱۳۹۴ نشر دانشگاه آزاد اسلامی واحد فیروزکوه است. 
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۲-۷-۵-۶ ضرب یک متغیر صفر و یک (باینری) در متغیر پیوسته یا گسسته 
بکی فیگر ار ایطی که راعت غیرعطی فدخ سل م یکره ری رکه عتفیر شاف 
و یک (باینری) در متغیر غیر صفر و یک (خواه پیوسته. خواه گسسته) است. فرض کنید 
یک متغیر صفر و یک و لا یک متغیر غیر صفر و یک باشد و در مدل عبارت 6 باعث 
غیرخطی شدن مساله شده باشد. در این حالت می‌توان از متغیر جدید 2 به جای ۷ 
استفاده کرد و محدودیت‌های زیر را نیز به مدل افزود: 
۸(<-1)+ج > بر > /۸((-1)- 2 
۰ > 2 
که در آن ]۷[ عددی بزرگ است. 
طبق نامساوی اول . اگر 1« شود + خواهد شد و محدودیت «/۸ > :«نیز 
تاثیری در مدل نخواهد داشت. اما اگر 0< شود. > نیز طبق رابطه ۸ > برابر 
صفر خواهد شد و محدودیت اول در مدل بی تاثیر است. شایان ذکر است که جنس 
متغیر 2 همانند ‏ است. 


۸-۵-۶ خطی سازی عبارت شامل ماکزیمم یا مینیمم چند متغیر 
به جای محدودیت غیرخطی ررد ی )301۲ < ] 
می توان محدودیت های زیر را نوشت وبه مجموعه محدودیت ها اضافه نمود: 
.۱,۰ < ] > ] 
برای خطی کردن عبارت زیر («,.. ,»20 < ع 
می توان محدودیت های زیر را نوشت وبه مجموعه محدودیت ها اضافه نمود: 
اعدا رد6 


۹-۵-۶ خطی سازی تقریبی جزء به جزء 
این روش تقریبی برای خطی کردن توابع در بخش ۱-۲-۲-۶ تشریح شد. 


جدول ۱-۶ که شامل برخی از موارد بالا و چند مورد دیگر است برای خطی سازی 
قابل استفاده است. 


۱۰-۵-۶-تقریب خطی توابع با بسط تبلور: 
با بسط تیلور می‌توان یک تقریب خطی از توابع یک متغیره و چندمتغیره ارائه داد. 


فصل ۶ پیرامون خطی سازی و چند مساله کلاسیک ۲۲,۳ ۴۶۸ 


۱-۱۰-۵-۶تقریب خطی توابع یک متغیره: ۲ 
اگر ۶ + ۶ : ] تابعی باشد که در بازه شامل اسکالر » از همه مراتب مشتق‌پذیر 
باشد و برای هر عدد دلخواه 2 بین ‏ و داشته باشیم: 


جدول ۱-۶ برخی تبدیلات مفید در خطی سازی(مرجع در پاورقی) 
تغییر متغیر ها و ثابت ها ۱ فرم خطی 3[+۱۷-۸6 ۱ تابع ۷-60 
۱ ۱ ۳ 
و - ۲ - - ۲ 6 + ۸ » و + - ۲ 
آ 1 ۲ 
۳ 7 
۱ <- ۲ ,۲۱ - +4 (1۷)-- < ۱ تست ۱ 
۶ ۲ 
۳ [- 
عحه < (ل .ست 2 ) 
ام 
۱ 
- < ۲,۲ 2 ۸ + هش ع < ۲ 
1 لٍ 0 + ۲. و 
۱ 1 )۱ 
م6 8 + -ر <- شب - 
۱ 1 1 ۲۳ ۰ + ۸ 
> ۲ ,۱8۵/۱ - ۲ 8 + ۱6۲۱ ۸ 2 ۷۲ 8 ۰ ()ه۱ ۸ ع ۲ 
۷۱ ۶ ۲ .۲ < پر ۲ ۲ ۸ < (۱ ۱۸ ۸۱ 7 ۲ 
۳۱ << 6 
اما ع ۲ وا ک 1 ۱۵۱۳۱ + ۱۵۱۱۱ هم ع ۲۱ ۱۲۱ وا 09 | ۱ 
۷۷۵1 ۳ ] 
۰ ۶ ۲ ,۱ < ۲ 8 + ۸ ۱ ۱۲ ۱ 2 ری + ۲ه ع< ۱ 
1 3۵ ۰ 
1 - ۷۲ ۷۲| ها + 0 - < []« 0 - امد ۱ - ۲ 
ک ۲ ۱ 
- < ۲ .۵۷۱ 2 ) 
۱ ۳ 3 9 
۱- ۶ 2 ۲ ۱ ۲ ۸۱ - | - ,]ها یس بت ۲.2 
۱ 1 ۱ اجرب ) + | 
۵ دا با له ۱۱ 
۵۸ ۶ ۱۱۱۷۸۱ ۱۳۵۱ اهنت 


۵ 06۳۰ باه .مره« عصه: جمتنعه//:0)09 ۲ 


۲ ۰ ۰ ۰ ۳۳ 
مرجع این بند و بند بعدی: درس طراحی سیستم‌های کنترل دپارتمان مهندسی کامپیوتر و برق دانشگاه 10107 
ص100 است. 


بهینه ساری غیر خطی ۳۶۹ 
۳ ۱ (7+1) 
0 (م- )سح زا 
1 
بسط تیلور تابع («), حول اسکالر » را می‌توان به فرم زیر نشان داد: 
۳ حِ‌* حء‌ِ" 
نات (ن- مگ ...+ )لک بر -م)() ۶  )6(+‏ <() 1 
حال اگر نقطه » به ‏ نزدیک شود. یعنی مقدار -* کوچک شود؛ عبارات شامل 
توان‌های دو و بالاتر در بسط فوق مقدارشان بسیار کوچک و قابل چشم‌پوشی می‌شوند 
از این رو می‌توان (25) ۶ را به صورت تقریبی با عبارت خطی زیر بیان کرد : 
۵( )۶ )۶ 
اهمیت تقریب فوق در خطی بودن آن برای » است؛ به این علت است که این تقریب 
را با اصطلاح خطی‌سازی نیز می‌شناسند. 


مثال ۶-: 
بارت و را با بسط تیلور حول 6-۲ خطی کنید وماکزیمم خطای 
نسبی رادربازه [2.5 ,1.5]> 4 بیابید. 
حل: 
اب ۲ 
۱ 9 )2( و ۳ خر 2 9 9 


پس تقریب خطی این تابع برابر است با: 
28-2 
سر 
2«( ۶ 
برای پیدا کردن ماکزیمم خطای نسبی. ابتدا مفهوم خطا را یادآوری می‌کنیم: 
[ تقریب()1 ]-()1-خطا 


خطای نسبی را که با (۵)20 نشان می دهیم از تقسیم کردن خطا بر () بدست 


۷۸۵-۲ سب بر 
4+2 + 287 - یرو 2-3 
_ نب ند - رن 
9 ی 


فصل ۶ پیرامون خطی سازی و چند مساله کلاسیک ,]۷ ۳۷۰ 


ترا عافقه قظهای با تن مقار عطای تس نات از اها0شفتی گرففد 


مخت زیم سوختی آروفت تلم موره ما عته میم مسا 
و در 2 ماکزیمم محلی دارد که در بازةٌ مورد نظر ما قرار ندارد. پس حداکثر 
خطای نسبی در بازه مورد نظر بایستی در یکی از نقاط مرزی: 2۰.۰۵ (۵)۲.۵ 


یا2۰.۱۸ (۵)۱.۵ رخ دهد که نتیجه نقطه ۱,۵ می باشدپایان ۱۹۹ 


۲-۰-۵-۶ نقر یب خطی توابع جند متغیره با بسط تبلور: 
در بخش قبل. خطی سازی توابع یک متغیره (وابسته به یک متغیر ) بررسی شد. 
حال اگر تابع ۶ به بیش از یک متغیر وابسته باشد چه باید کرد؟ در اين حالت نیز 
پسطتی, مالتق: فد یلیر را اراقد م‌دهیی انا خالشی. که هریت وق انیت( 
بررسی می‌کنیم. در این حالت 1 تانعن اه متفیزه ات4 لا ده متفی ۰۱ و ۲ » پس: 
ای ارت ربا همان رای ال نی ما مار 
8 0 8 
۴٩ ۳‏ ۳ ۹ ۳ و 2۴ 
0۳ ده 


عصها تعلته و1 


دِ 0 8 / 


0 076 ۶ 


رو وتن) 


#2 2 


01 


2 
0 61422 


0 
00 


01 


ِ 
2 
0۳ 


+(ره و( 1 2 + رس د) 


هك 


مد زیر ور جد) 


و 


ها تع0ت0 210 


مانند حالت یک متغیره در اینجا نیز با عبارات خطی برحسب ۱* و ۰ به دنبال 
اس( تن 


29 ۳ بر 
و رم 2 0 62 ۰2 ,26 1 


به منظور ساده‌سازی» تقریب فوق را به صورت زیر نیز می‌توان نوشت: 


( 6-). د ر تی تا[ 


در عبارت فوق عاو مر ۲ نشانگر عملیات ضرب داخلی است. سایر نمادها به شرح زیر 


تعریف می‌شوند: 


بهینه ساری غیر خطی ۴۷۱ 
۳ 
0 ت ۱ 6 ۷۳ 
0 0 


یگ 
: حووو و 
د 0 
رویه تقریب خطی تابع دلخواه ۲ز ج- ۳۳ : ۶ نیز عیناً مشابه حالت فوق است. برای 


راحتی در نماد گذاری» 610 را به عنوان متغیرهای فضای ‏ بعدی و عملگر گرادیان را 
در این حالت به فرم زیر تعریف می‌کنیم: 


[ )( 2 ۶ )6(+ ۲۷ 


مثال ۶- ۰: تابع دو متفیره گر + رد6 مر (زبد) را با بسط حول 
نقطه (1,1)< ((:2) به طور تقریبی خطی کنید. 


حل: داریم: 
2 2 2 98 3 9 
3- < 7- "5 ِ بت 1 0< << بت ,1--<(1,1 
۳ ً ِ (.۱) )0 ی )1 ۳ ( (.۱) 0 ۱ 7 
12+ 2-13 (1-)13- (1-)0+ 2-1 ((,) [ 
پایان ۹ 
مثال ۱۱-۶ 


با توجه به شکل و تلرانس های داده شده. میانگین و انحراف معیار ۷ < 2 را 


9 1 ۲ ۳ ۲ ی ۱ 
بدست آورید. توزیع ,6,۸۷ نرمال با میانگین برابر با مقدار اسمی فرض می‌شود. 


از آمار مهندسی: بازرگان(۱۳۹۲) 


0 ۲ 
80۴98۵1 ۷۵6 


فصل ۶ پیرامون خطی سازی و چند مساله کلاسیک ,]۷ ۳۷۳ 


آمپلی کایر »۷ 
مبدل 
۵ ] ولتاز ورو دی 
1 6 11011111241 
1 ۰ ۳ 5 
۱ ۱ » 
ات 7 -ح< ۷ ۷" 
۲ ۲ ۲ 
۷ << 1۳ 1 


برای بدست آوردن یک ترکیب خطی از ,۸۷ ,> جهت و از بسط تیلور کمک 
گرفته ورابطه غیرخطی ۸۷16۲۱ < مرا به یک رابطه تقریباً خطی تبدیل می کنیم. 
قبلاً یادآوری می‌شود که طبق بسط تیلور 
1 
...+ () ۲ (ه- ار +( (0- +() گر ( ند 1 


یت با با ره )۲ (ه ما +(هم) ۲-(د.) ۶ 


2۳ 2۳۲ 2 0۳ 2 1 
ی | وه ()(0- 2+ ت۳۳ (9- )+ 2 (- »+ 
ادن ۳2 ً )۳ ۳ 18 +(>,طبه) ‏ ( 2۳:«۲,2) ز 


26 2,< (,0< 1 
بسط تیلور مرتبه اول من حول تلو ۷ با استفاده از فرمول اخیر : 


تِ ۷ ۷( - )+8۳( ۸- )+ 2۷( - )+ 22 
2 6 + کوج ۲ ۷ ع ور 


توجه کنید که به طور نمونه اولین بخش مشتق دار بسط چنین بدست آمده است: 


بهینه ساری غیر خطی اف 


#۴ ت ت 1 
۸۷( -81)- | .بر ۷ - ِ 
۸-۷ 1 
زک 


01-۳ جد ۲۷و۳۲ 


با فرض نرمال بودن توزیع‌های ,۰,۸۷ توزیع وت براساس بسط تیلور مرتبه اول 
یک توزیع تقریبا نرمال خواهد بودبا میانگین 
ی ی دب و رن 
) کط ۷- 1۲ ۷+ ۸۲ کگرطاج ۲ ۴ 10۸2۷ < ,م۸ 
2 کوج را کج اک ید 
۷ رن 
این انتظار هم می‌رفت زیرا امیدرباضی حاصل ضرب چند متغیر تصادفی مستقل برابر 
حاصل ضرب امید ریاضی آن متغیرها می‌شود. واریانس .5 برابراست با : 
2 2 2 
0 2 )+ بر ۱ و ۱ 1۴ #)- ره 
در بازرگان(۱۳۹۲) نشان داده شده است که اگرتلرانس طراحی یک اندازه 
درمحصولی به صورت + ۵ داده شده باشد و ۵ نسبتی از تعداد تولید شده ازمحصول 
باشد که مجاز است خارج بازه ‏ + 2 قرار گیرد آنگاه حداکثر انحراف معیاری که روش 
0 ۲ 
تولیدی می‌تواند داشته باشد. از رابطه -- < 0 بدست می‌آید. 
20 


۲ 
با فرض. ۰۰۲۷/۸ < 0 داریم: ۳ 2 ,م.... 22 ب 2. پس: 


۲ 1 


۱ 
۲ ای 
ند نج ات و ۵. 


۳ ۳ ۳ 
با جایگذاری مقادیر فوق در طرف راست رابطه زیر 


ظ)ج م که( )از 


۲ << 6 بدست می‌آید. پایان بط 


فصل ۶ پیرامون خطی سازی و چند مساله کلاسیک ,]۱۱ 


۲ 


تمرین 


بهترین راه کشتن وقت این است 
که آنقدر از آن کار کشیده شود تا بمیرد 


۴۳۷۴ 


۳۷۶ فصل ۷ کار برد نرم افزار در بهینه سازی خطی 


کا ربرد نرم افزار در بهینه سازی غیر خطی 


هدف فصل 


این فصل به کاربرد چند نرم افزار در مسایل برنامه ریزی غیر خطی (۷1) می‌پرداد . 


۱-۷ مقدمه 

با پیشرفت کامپیوتر نرم افزارهایی زیادی به‌کمک بهینه سازی آمده‌اند اما می‌توان 
گفت که یک نرم افزار واحد برای حل تمام انواع مسایل بهینه سازی وجود ندارد و باید 
نرم افزار مناسب برای مساله مورد نظرخود یافت. نرم افزارهای چندی وجود داشته که 
به حل مسایل غیر خطی می پردازد اما (وینستون» ۱۹۹۴ آخر ص ۶۴۰ ) تضمینی 
مبنی بر اینکه همواره جواب بدست آید وجود ندارد. اين نرم افزارها را به دسته‌های 
ابتدایی» کاربردی و حرفه‌ای قابل دسته بندی است. 

در دسته ابتدایی نرم افزار ساده ای مثل ۷۷۳۵58 قرار دارد که قابلیت حل مسایل 
کوچک در حد تمرین دروس تحقیق در عملیات را دارد. 

در دسته کاربردی می توان از لینگو گمز, متلب و میپل" نام برد 


۱۲/۳۲00, 0۸0۷۲5, ۱۷۵۸۲۲۸۲, ۸۲۲۴ 


بهینه ساری غیر خطی ۴۷۷ 


در دسته نرم افزار های حرفه ای می توان به نرم افزاز سی پلکس ۱۲,۶۱ شرکت آی 
شآ اقا وق امه ار قوس لس ۱ فان انا توس ۶ 
از کارهای حرفه ای می باشد که مسظلزم تسلط به زبان برنامة تویسی باطم و #) می 
باشد .ازجمله مزیت این حل کننده ها سرعت بالای پردازش می باشد. این دو نرم افزار 
توانایی حل مسایل خطیء خطی عدد صحیح . عدد صحیح محض و همچنین مسائل 
کوادراتیک و کوادراتیک عدد صحیح را دارا می‌باشند. 

۳7 نیز یک نرم افزار برای بهینه سازی مسائل غیر خطی است که از روش های 
نقطه درونی استفاده می‌کند. شایان ذکر اسث که 1۳0۳۲ وتنناط دارای یک 
مجموعه برنامه اند که زبانی مثل 1۸۷۸ می تواند آنهارا فرا خوانی کند. 

در ادامه به چند مثال در مورد حل مسایل ۲ با چند نرم افزار پرداخته می شود 


۲-۷ حل مساله های غیر خطی با نرم افزار لینگو 
این نرم افزار قابلیت حل اکثریت مسایل برنامه‌ریزی ریاضی را دارد؛ اما در مقایسه با 
نرم افزار 0۸15 کارایی بسیار پایینی دارا ست. 


۱-۲-۷ حل ساله های غیر خطی بی محدودیت با نرم افزار لینگو 


مثال ۱-۷: 
مطلوبست بیشینه سازی تابع ۲ متغیره زير با لینگو 
۷[ 5 
ب تسد وا ار 
۵ ۱۵ 
۹.1 
مرح ۰< 9 
حل 


در محیط لینگو در پنجره مدل تابع هدف را به صورت زیر تایپ و در آخر علامت : 
را بگذارید: نیازی به دادن ۰ < 5 ,۰ < 1 نیست زیرا پیش فرض لینگو غیر منفی 


۱19۲ 11/00 0۳1/۳۲ 0۳۴۲۲۲۲2۳۴۴ ۲0۷۰ 


مسنستام0 احنمظ متمنم] ۲ 


۳۷۸ فصل ۷ کار برد نرم افزار در بهینه سازی خطی 
بودن متغیر است: اما برای. متقیر های آزاد در علامت حقما دستور (نام متغیر)۵1766) 
اضافه شود. 

1۷122۸۰ *۴5-)۱/۱۵(*۹۸۲+۱۵۰۲-)۱/۵(*]۸۲: 


برای حلء دستور ٩01۷۲۶‏ را از منوی لینگو بر گزینید. جواب زیر ظاهر می شود 


1۵ :۰ 26 ما10 ممتابامو لقصتاموه ۵8621[ 
۵۲۱۲۵۰ ۰ 0۵016001۷۶ 
۲ 1۵0۱660 6 ۷ ۲۵06 
۱۵۱۹۲۲۲٩‏ 9۹۹۹۹۹ 5 
۰۳۸۸۰۵۱۲-۷ ۱2 1 


۵ ۱۵ بام‌ننو تم امقاد.. م۴ 
۱۳۹ 3( ۱ 
مقدار بهینه متغیر ها و تابع هدف چنین است: 
۵ 2 7۰ ۵ < *ر] ۰ < ٩9*‏ 
پایان ۹ 


1-۱1-۲-۷توضیح 05۲ ۲۵0060 و ۳۲۱6 121( داده شده در جواب لینگو 

۲ 1600660 نرح بدشدن تابع هدف به ازای افزايش یک واحد مقدار متغیر است 

توضیح 05۲ 13600660 در مساله کمینه سازی 

51 1600060 داده شده در حل لینگو مقابل یک متغیر در مساله کمینه سازی 
نشان می‌دهد که اگر یک واحد مقدار متغیر را افزايش دهیم تابع هدف به اندازه آن 
مقدار 0056 15600660 افزایش می‌یابد. 

6 10241 (متغیر دوال» قیمت سایه) یک محدودیت نرخ بهبود تابع هدف به ازای 


بهینه ساری غیر خطی ۳۷۹ 


توضیح ۳۲۱66 12021 در مساله کمینه سازی 
6 021( یک محدودیت عبارتست از: نرخ کاهش تابع هدف به ازای افزايش 
درسمت راست آن محدودیت. اگر سمت راست در محدودیت مربوطه به اندازه یک 


واحد افزایش یابد. تابع هدف این مساله به اندازه ۳:16 11 کاهش می یابد. 


۲-۲-۷ حل ساله های غیر خطی محدودیت دار با لینگو 
مثال ۲-۷ مطلوبست حل مساله زیر با لینگو 


(۳۲۷)ج - مر - آهر۳ + آمر۲ + بر < 7 ۶ 
.5 

0 

2۱ + 126۷ < ۲ 

511 2 < ۵ 

26۲ - 2 > ۵ 


عدد صحیح * 1 
٩‏ > بر > ۲- 


حل 
در محیط لینگو در پنجره مدل هر سطر مدل را تایپ و در آخر سطر علامت : را 
می گذاریم 
000۳۰۹۵۱ ۵ ۲-۳۹۹ 10۵32۱۴۳۲۱۲۲ 
4ک۷ ۱ ۲۱۸۲۲۷۱۲-۲ 
61/00)*۲(<2 +۱ 
:۰۵۶ ۷(<۰ )۵ 
> ۷۱۲-۱ 
۶( )۵01۳ 
٩(:‏ ,۷ ,۲- )۳۲۲ ۵) 


برای حل, دستور 01۷۶گرا از منوی 1080 بر گزینید. جواب زیر ظاهر می شود. 


۳۹ 0۰ 2 ۶00 ومتاناا۵و لقصتامن) 


۴۸۰ 


فصل ۷ کار برد نرم افزار در بهینه سازی خطی 
۲ ,2 ۵۰ 0۵016001۷۶ 
۱ :اصنامی امنهر 
6 600660[ 2106 ۰2:۳ 
۰ .+ وه م موم وی ۳۶ 5۱ 
۰ .+ م مره ۴ 3۲ 
۰ .+7 1 ۸ 3۳ 
۵ ۱02۵ . وباام‌یتاو 0۲ 91201 .۰ ۵۷ 
,۱ ۵۵ ۱ 
منت ه مج موم ۱۲,۱ ۲ 
۰ .+7 هه هم و ۳۳۵_۳۳۰۱۰۰۹۲ 
۱۴۳۵۳۱ ۰,۳۲۷ - ۰ ۰+[ وم مره ۴۳ 
۰ ۰+[ وم مره ۱۲ ۵ 
پایان ۹ 


مثال ۲-۷ حل یک نمونه مساله با 0عطن1 


۳0۵2 
۳۷۸۲ 
: ۰< < 1 
0 <<۷ 
۳۲ ۰ ما10 ممتاتنامو تقصصتامه 1,001[ 
و م۳ ۵۵ 0۵06001۷۵ 
۶۲ 1۵00660 ۷6 2-۵06( 
وموججیم موی | 1 
وج و موی ۴ 2 


۵ ۱۱02۵ . وباام‌یتاو 0۲ 91201 .۰ ۱۵۷ 


بهینه ساری غیر خطی نا 


۱۳ ود ۳ ۱ 
و ِ 

و و ۲ 
و و 

هن دج ۱ ۳ 
و 9 

ی ۱ ۴ 
و و 


توضیح 0096 5600060 و۳266 121 در بخش ۱-۱-۲-۷ آمده است. 
شایان ذکر است لینگو دستگاه های معادلات خطی و غیر خطی را نیز حل می کند.. 
البته همواره جواب دقیق نمی دهد. 

مثال ۴-۷ : مطلوبست حل دستگاه با 11020 

10 16 4 

100 ۲ 1, ۱ 2۰ 

1۸,۲ ,( ۰ 

دک ۲ ,2 

212۰ 

یاو ۱0 


(0,) عج ( ,ایا 0) 


:10061 
0۰2 
0۱ 
ز۲-۱(۰ ۱1۱0۱۰۲ 
:۹)۰6۲(۰ ۱01۲ 
۱2۰ ۱+۲ 
:<< ۲ 
:(۵1۳660011) 
ز۱: 0۰2۰ 
۱۳+ 1۰۲۱۲ 
00 
جواب: 
۷2106 ۱۸:۱۳ 
۱۲۵۰۰۰ 1۰ 


۱۲۵۰ 1۱ 
۱۲۵۰ 1۲ 
هی 1 ۱ 

۳ دوه 3۲۱ 


۳۸ فصل ۷ کار برد نرم افزار در بهینه سازی خطی 
پایان بط 


۲-۷حل مساله های برنامه ر یزی غیر خطی با نرم افزار متلب 
دستورات چندی در محیط متلب برای بهینه سازی در جعبه ابزار عمناد‌عنستام0 
آن وجود دارد که از جمله است: 


تابع کاربرد 
۳6 | کمینه سازی غیر خطی بی محدودیت چند متغیره 
 . ۶‏ کمینه سازی غیر خطی محدودیت دار چند متغیره 


8 | برنامه ریزی درجه ۲ 


۱-۳-۷ بهینه سازی مسایل غیرخطی بدون محدودیت با متلب 

برای حل مسایل کمینه سازی تک متغیره و چند متغیره لا بدون محدودیت از 
دستور 1010101067 استفاده کنید. 
مثال ۵-۷ 

مطلوبست یافتن مینیمم تابع (60-۱,۵ 100 با نقطه اولیه . ۰ < . 


حل 


(۰ ب(۵: ۴0۵-۱ 00 0))۵اطح] <[ ۶۷21 بر ] << 
۵۰۰« - 
۶۲۵-- < 1۷21 
مینیمم تابع در ۰,۷۵ < * با مقدار تابع 2-۰,۵۶۲۵< *1 اتفاق می افتد 


بهینه ساری غیر خطی ۳۸۳ 
ال ۷ مات سای با تایه ۱ ۳ 
۲ 
ار 0 [ ۳ 5 2 ۰۶۰ < 0۱,0) [ 
حل 
دستور "06م[۳]" با نقطه اولیه [۱,۲۰۱,۰-]< ۰ به صورت زیر در محیط متلب 


داده می شود 


([۱:۲۰۱,۰-],۱((۲)-۱)+۱((۳۲۲)* (0)۲(۰)۱) ۱۰۰ 00 ۵)مصنامتطه |1۷۵1 ,] 


یا 
([۱,۲۰۱,۰-],۱-۲)۱((۲)+0)۲(۰۲)۱(۰۲(۲۲) ۱۰۰۴ 00 ۵)مصنامتطه |1۷۵1 ,] 


خروجی به این صورت خواهد بود: 


۱۳ م۱ < ۲ 
9 9 


1۷21 2 ۲,۸۲ ۳۶۵--۱ 


یعنی جواب بهینه 2۱.۱۳ * را می‌دهد با مقدار تابع ۰ < * پایان ۱۹۹ 


۲-۲-۷ بهینه سازی مسایل غیرخطی با محدودیت با متلب 
ذیلاً رویه عمل برای حل مسایل کمینه سازی با محدودیت تک متغیره يا چند 
میرم تا ادها سر اوقت ماخ کر یک تال دگرشته اس 
مثال ۷-۷ مطلوبست جواب مساله زير با متلب 
و+ رب11+ بر6- برع (م) زر ۸ 
هِک 
وک 6 ۳ 
4 < + + 2۳ 
تک 


رمیات ز 0< ۲ 


۱۸۹۴ فصل ۷ کار برد نرم افزار در بهینه سازی خطی 
ابتدا تمام محدودیت هارا به صورت در می اوریم 
با + 11+ 6 ۲0/۵ معتصنم 
0 > ۲ - ۳+۶ :10 )6عزدناه 
2 2 2 
0 ک ور - 2 - 4-0 
0 > 3- 5 
و1 و کر زد 


یک ۷فایل به صورت زیربا نام 0051101015.10» برای محدودیتها می‌نویسیم: 


(0) ماصتحتامجم ع [620 ب6] «متامصن 
کاصتح‌تاودمه اتلقنامعط1 تحعمنلوم ۵ 


:۵۶-(۳۲): ۲ ( )۲-۰۲( ۰۲6۲ ۱(۲)-۴۳ :6۲۳۲۱۲ ۲(۲ )۲۲۵۵( 24)۱] عم 


:[(۳)-:(6)۲-:(6)۱- 
کاصتح‌اودمی انلقنامه تهعمتلوم ۵ 
:1 < 660 
اجرای دستور 
-۱(۲) 00 )۳010600 <[ ۷۵10۵ ]<< 
(()عاصته عم (6 8۵و او او[ او ام[ او ای۲)۳(,]۱:۲:۲+(۶*۴)۱(۸۲۰۱۱۲)۱ 


۰ 136] معم1گوتاهه )هط صنام مصرتامیتصرتوه ۵621 [ 


۲ ۱,۴۳۱۴۳۲ ۰ < ۶ 
۲ - ۶۷۵1 
یعنی جواب بهینه[ ۱,:۴۱۴۲ ۱,۴۱۴ ۰ < *عرا می دهد با مقدار تابع < *. 
۱,۳۳۲ 


پایان .نار ۵ 


بهینه ساری غیر خطی ۴۸۵ 


منال ۸-۷ ۱ 


در مساله زیر مقادیر زز لاو زک معلوم بوده و اجزای ماتریس های 2 ,۷اند: 
:۱ ۰ ۲:۴ ۱۲:۲۱ ۷<]۰ 
۲[ ,۲:۰ ۰:*]حعْ 


مطلویست مقدار بهینه ۸ 9 ۱ظ ۳ 


۳ ۳ 
روط یه رن ٍ نا 
12۱ 2۱ 
1 
۳ < 1 ۰ > ببیش ۸ << ,برش ک بش 


۱,۲۲ << ] ۰ > «بوط- رو د‌ «بر ک‌ 9 


حل با متلب 


الف-ابتدا تمام محدودیت هارا به صورت 0 > در آورید. توجه 


۳ 
1 
: 


فوق معادل ۴ محد‌ودیت زیر به صورت 0 و است 
۸4۱ 


تس 
ا ا | [ 
حد حد نا زا 
اک مه عم 
۸ ۱ 


۸ 


ب-برای حل با دستور 1010608آباید یک نوع متغیر داشته باشیم . به همین منظور 


۲ متغیر .۸ به صورت متغیر ۷ چنین تعریف میشود: 
نی - (3) ۷ :ی < (2) ۷: ,۸ - (1) ۷ 
:8 - (۷)6:ی8 < (6) 8:۷ - (4) ۷ 


ج-دراین صورت محدودیت ها را چنین می شودنوشت : 
۰ > ۷ 


" با تشکرخانم مهندس ارمی دانش آموخته ارشد دانشکده فنی داشگاه شهید باهنر کرمان 


۳۸۶ فصل ۷ کار برد نرم افزار در بهینه سازی خطی 


که در آن ۷ بردار ۶ عنصری فوق است و 


۱-۱ + ۰ ه ۰ 


د-یک ام فایل با نام .]10100601 مطابق زیر تشکیل دهید 


۲۵۵۲/۲ ومتامصن] 
۶۴ ۷ ۶ 210021 


:۱ ۰ ۲:۴ ۱۲:۲۱ ۷<]۰ 
۰۲:۰ :]62 
102۲ 
۳ 
0 12۱ 101 
1-1 101 
:6),۱((۲*(جن) ن) )رس( 11 
20 


00 
+((( ,6 1)صناه) اوح 


ه .آنگاه دستورات زیر را در یک ۷1 فایل با عنوانی مثل 0700167۱ نوشته و اجرا کنید 
]-۱۸ 
اجه ٩‏ 
ا ۶ 
ات 
۵ :۱-۱ ۰ ۰ ۰ ۰ 
6 مه اطعنر م2 :۰:۰ ]9 


۸0 6 0۷9۱0 قوممصتصط صا فمصطا تمه تعطاه اعوع تام 01 188)620 ۵ 
:(۷۵۵۵6 20 ما تزم علض )اعفصتانمحعممتاو0 
+(۵0)1008,[ ]ول ]ول ]ماو بای ۰ ۷ بط ه) ) مممصتصص ح [ ۷,۷۵1 ] 


بهینه ساری غیر خطی ۳۸۷ 
:( )«دنه:( )«دنگن( )دنکن( )موز 
:۶( ۲ ۲ ۱ ۹ ۹ )0150 
۸۸۱ ۷۲ ۷,۸۲۲ ۸۷,۲ ۸۷,۲ ۸۷:۲۲ ۸۷:۲۲ )011500601100 
((۴(,۷/۵(,:۷)۶) ۷)۲(,:۷)۲(:۷, (۷۲۱:" 
۶( )01۹0:( )0160:( )0150:( )01150 
22۵ 1۳61080 ۷۲10۲ 
[|ها در دستئور 331008 مربوط به مواردی مثل نداشتن تساوی درمحدودیت و....است. 


اجرای فایل ۱ 0۲001670 منجر به جواب زیر می شود 
< 06086 ۷۲۱00۵۲ 
۴۲۵-۷ ۵,۵۲ 


8 > (3) 2۳ بر نا < (2) 2۳ رگ نا < (1) ۳< بر 
20 (8) ۳۳ وق ۵ا ‏ (ظ) ۳ع رظ بلا ‏ (ش) کح تر 


:۱ > > - یلو کقشره نیت وبا هزات 


۴-۷ حل مساله های غیر خطی با نرم افزار ,۱۷۲۸۳۲ 

در میپل با دستور ۱/50۱۲ می‌توان مدل‌های برنامه‌ریزی ریاضی غیرخطی 
محدودیت دار و بدون محدودیت را حل کرد. در حالت کلی با فرض این‌که فضای شدنی 
مساله محدب باشد. یک نقطه مینیمم (یا ماکزیمم) محلی به عنوان جواب بدست می- 
آید. با این حال دستیابی به یک جواب بهینه کلی نیز در شرایط خاصی امکان‌پذیر 
است. بیشتر الگوریتم‌هایی که در نرم‌افزار میپل توسط دستور ۸1۳50176 به منظور حل 
مساله غیرخطی استفاده می‌شوند بر این فرض استوارند که تابع هدف و محدودیت‌های 
مساله همگی به طور پیوسته مشتق پذیرند. با این حال حتی در وضعیتی که این شرایط 
برقرار نباشد نیز گاهی اوقات دستور ۸1۳501۷6 به جواب منجر می‌شود. 

دستور 1۳۹01۷6 چنین است : 


: (1))0۵0۴0122408 ۱۷۷ 
اوه بط0۵ مطمع0ه رصمع0عص1 رز۳۹0۱۷6۵)۵۵۲00 ,]۱۱ 


ین 7 ۳ / 


۳۸۸ فصل ۷ کار برد نرم افزار در بهینه سازی خطی 


توضیحاتی مختصر راجع به برخی از عبارت‌های به‌کار رفته در قسمت (00088) 0۳05 
ذیلا داده می‌شود : 
با وارد کردن ۱0006800۷76 < 2500106 همه متغیرها غیرمنفی درنظر گرفته می‌شوند. 

با دستور (۲6۵16005)00510۷6 < 01672066] 16291011107 می‌توان حداکثر مقدار مجاز 
انحراف محدودیت را اعمال کرد. 

با دستور (201060160)اولا ۵ , (ممتاقناوع)افل1 ررممتاقناوع)اعو ع اصلمملقتاله1_ می - 
توان یک نقطه شروع اولیه برای حل تعیین نمود. توجه شود که در مسائل برنامه ریزی 
غیرخطی تعیین نقطه شروع اولیه غالبا در میزان کیفیت جواب نهایی بسیار تاثیر گذار 
است. 

برای تعیین حداکثر تعداد تکرار مجاز برای حل یک مساله توسط سالور از دستور 

اصلدمم > اتصتاج 10620 استفاده می‌شود. 
تعیین نوع مساله 

برای تعیین نوع مساله (ماکزیمم یا مینیمم‌سازی) از دستور 
6 .< 1021۳0176 0۲ 112:0110126 استفاده می‌شود. اگر این عبارت با مقدار 6ات 
وارد شود مساله ماکزیمم‌سازی و اگر با مقدار 12156 وارد شود مساله مینیمم‌سازی است. 
پیش‌فرض نرم‌افزار مساله مینیمم‌سازی است. 


برای تعیین روش حل بایستی عبارت زیر را وارد کنید. 
< ۳۱۵00 
0 1 ,00۵012016 :062 ,511۴0016026 13012111621 بهم) 1111600 مصظ رل‌صتامم صقطم‌صهه 


برای تعیین حداکثر تعداد گره‌هایی که در روش شاخه و کران جست‌وجو می‌شوند از 
عبارت 00518 < ]۱0061101 استفاده می‌شود. 

اگر روش حل شاخه و کران انتخاب شده باشد با رسیدن به یک مقدار مشخص 
برای تابع هدف. می‌توان لگوریتم حل را متوقف نمود. اين امر با دستور 

۱621605 < ]۷612786 00[60 انجام می‌شود. 

برای تعیین تلرانس همسایگی نقطه بهینه. از دستور 

(۲6۵1600۵9)00510۷ > 0167066] 0011۳021107 می‌توان استفاده کرد. 

برای تعیین متغیرهای تابع هدف در حالت جبری» از عبارت 


(مصعصاعه ۲ (عصقه))ونا > ع۷۵۲1۸01 استفاده می‌شود. 


بهینه ساری غیر خطی ۳۸۹ 


مثال ٩۹-۷‏ مینیمم‌سازی یک تابع یک متغیره در یک بازه مشخص: 
: (ممتاممتصصتامن)) از < 


ات کی مرزموع زد ۰ 
09 


جواب: 
در زیر از سمت چپ اولین مقدار متناظر با مقدار بهینه تابع هدف به ازای 
جایگذاری مقدار بهینه متغیر ‏ بر حسب رادیان است: 
[[۲۳۵ ۱۹۴۵۲۵۰۲۳ ۲,۵ ۱۲۶,]2۲ ۱۶۹۱۷۷۶ ۴۷۹۶ ۴۲ *,۰-] 


پایان ۹۹ 


مشثال ۱۰-۷ ماکزیمم‌سازی یک تابع با اعمال نقطه اولیه دلخواه برای رویه حل: 


: (ط0)ه 12 )زب < 
» 


,10..10- 2 بز,10..10- < , یر - ور + و 
( 2۵ وس 41 ,3 < جر )ع اطز هدز 
و 
[[.۱۰۵۰.,]<۱۰.,<۵] 
پایان .ترش 
مثال ۱۱-۷ حل یک مساله مینیمم سازی محدودیت دار با فرض نامنفی بودن همه 


متعیر ها: 
: (ممتاممتصصتامن)) از < 


دزد 


کم + جروج 3 - یز - مزب 27 - راب ۳ 1 4 | ]توص تزا 
(7۱07۷۱۵۵۵1۸۲۵ 1351/716, )0 < 2۷7-3 +3204 
حل در عبارت زیر از سمت چپ اولین مقدار متناظر با مقدار بهینه تابع هدف به ازای جایگذاری 
تس ها رات 
(۲۰۸۲۰۱۰۱۸۵۸ ۱۹۳/۱۶ ۱۸۸۵۷۳۷۵۳۸۲۸۵۵۲۱ ۱-۱ , م۵ ]۵۹1۳۸۷۵۰۶۷۹۰ :71:۳۸ ] 


بایان مثال[[.۱,۳۷۶۲۸۶۱۶۱۲۲۸۷,2۲۰ 


بن فصل ۷ کار برد نرم افزار در بهینه سازی خطی 


مثال ۱۲-۷ جواب مساله غیرخطی محدودیت دار زير را بدست آورید 
با 611(  )6(<‏ ۸/۰ 
هگ 
رت 
4 < + + 2۲ 
۱ 


فش ار (اعج و25 
حل 


کد مساله در نرم‌افزار میپل: 
برای سهولت. از متغیرهای ۶ و ۷ و 2 متناظر با متغیرهای 9۱ ۰۲ و ۳ استفاده 
شده است. 
: (ممتاهمتصصتامن)) از < 
> 
(۷۵)ضجه دم < 29511106, 5 > 4,2 < 7ج + " را > 7 د رت +ر11+ تری- ۷۳۹۵ 
ی 
از سمت چپ: اولین مقدار مقدار بهینه تأبع هدف است: 


۱9 ۷ 


۱۱۲ ,107۴ ۲,۲۲۰۴۴۶۰۴۹۲۵۰۳۱- - ] 
۴۲۱۳۵۶۲۳۷۳۱۰ ۱,۴۱ 
تضادی با فرض نامنفی بودن متغیرها ندارد و در نرم‌افزارهای بهینه‌سازی مشابه این 
حالت رخ می‌دهد.پایان ۱۹ 

مثال ۱۳-۷ جواب مدل زیر را بدست آورید 

)ی - برع - پیز + زمز۲ + بر < 7 ۸/02 

9 

۸ > ,۲26۱2 - 6ر + ۲6۲ 

2 +۲ ]۲2۶ 2 ۲ 

511 1 2-2 ۵ 

26 - 2 > ۵ 


بهینه ساری غیر خطی ۳۹ 


صحیح عدد 1 
٩‏ > 20 > ۲- 


حل:در ابتدا می‌توان مساله را ساده تر کرد با توجه به‌۰.۵ < ۲ 510 
۵ ۱۷ 2 (0, 2105100۰ 

پعنی به جای متغیر مجهول ۰۳ می‌توان از مقدار فوق در مدل استفاده کرد (زیرا میپل 
با واحد رادیان کار می‌کند). پا اينکه به جای این متغیر مقدار دقیق(276510)۰,۵را قرار 
دهیم (البته از اینکار صرفه نظر شده است). 

برای سادگی بیشتر به جای متغیرهای مدل اصلی در نرم افزار از * و ۷ و 2 به ترتیب 
استفاده شده است. 

نحوه کدنویسی در نرم‌افزار میپل با لحظ کردن ٩‏ > 7 > .و بدون در نظر گرفتن 
قید صحیح بودن 2۱ 


: (092۵400ا0۵)باززد< 
> 


(910)2, 2 < (18)۷ + ۲«, 18 > بزیر. 2 - رد 2 ,2 ای - ره - 32+ 2 ِ )مک ۷۲ 
) 0 9.. 0 ور( 5 کنر سس 27 05 < 


[[0523598775598299 62 ۲ ,18548 1 3.73768744 7۳| 545993729631476 ۱49 ] 
پایان ترش 
۱- نرم‌افزار میپل در بهینه‌سازی مدل‌های غیرخطی با دستورع۳۹01۷] اجازه 
استفاده از دستور «ع01ه00727اعه1را نمی‌دهد؛ از اینرو متغیر * پیوسته فرض شده است. 
در هنگام کدنویسی این محدودیت در مدل. در زمان حل مدل با خطای مواجه شدن با 
اعداد مختلط روبرو شدیم (یعنی جواب بهینه مدل با فرض این محدودیت به شکل عدد 
مختلط خواهد بود و میپل آنرا نشان نمی‌دهد) لذا در جهت رفع این مشکل. متغیر در 
بازه صفر تا ٩‏ تعریف شد. 
در خاتمه شایان ذکر است که 


۳۹۲ فصل ۷ کار برد نرم افزار در بهینه سازی خطی 


در عمل برای حل مدل‌هاو مسائل از مقیاس بزرگ عموماً از نرم‌افزارهای بهینه‌سازی 
5 ۰1۸00 0۳۱۳6 1331 وگاه متلب استفاده می‌شود. علت این امر تمرکز گمز 
لینگو و سیپلکس بر مساله بهینه‌سازی, دقت و سرعت عمل بالا در محاسبات. ارائه 
جزئیات فراوان در فرآیند مدل‌سازی و حل و نیز وجود حل کننده‌های متعدد (خصوصاً 
در گمز) است. از اين رو آشنایی با این نرم‌افزارها به دانشجویان توصیه می‌شود. به عنوان 
و معایب خاص خود را دارند. نرم افزار گمز به دلیل اينکه از روش شاخه و برش مساله را 
حل می‌کند لذا دارای سرعت عمل بالاتری نسبت به نرم‌افزار لینگو هست اما در مسائل 
غیرخطی که فضای حل نامحدب دارند ممکن است در بهینه محلی قرار گیرد که حتی 
با استفاده از انتخاب(00100) های موجود در نرم‌افزار هم نمی‌توان این مشکل را حل 
نمود. زیرا این انتخابها اختلاف در همسایگی را کاهش می‌دهند نه در کل فضای شدنی. 
مزر لشنگوا روش شاه و کران مضائل را غل هی کد لا سرعتش ‏ تسیت به 
گمز کمتر است اما در برخورد با مسائل غیرخطی با فضای نامحدب درصورتی که از حل 
کننده گلوبال استفاده شود قوی تر از گمز عمل کرده و در بهینه محلی نمی ماند. اما 
نرم افزار سیپلکس فقط مدل‌های خطی آميخته عدد صحیح و کوادراتیک را قادر به حل 
سیپلکس حل نمود. ضمن اينکه کدنویسی در نرم‌افزار سیپلکس شاید برای مبتدیان 
کمی سخت باشد. اما نرم‌افزار متلب را می‌توان یک شبه زبان برنامه‌نویسی نامید. هر 
مساله‌ای که نیاز به کدنویسی داشته باشد با متلب قابل اجرا است. اما یک ویژگی جذاب 
اين نرم‌افزار این است که نیازی به کد کردن همه جزئیات نیست و می‌توان با استفاده از 
یک سری توابع و تولباکس‌های از پیش تعریف شده (مثل شبکه عصبی و فازی) در 
فلت سای تبار رز کاربرهشاله موردنطر راب آنها عل کرد نوا ار بچمبدگی سافل 
قابلیت حل مسائل ریاضی به صورت پارامتریک و عددی و کار به صورت برداری و 
ماتربسی از ویژگی های دیگر متلب اند که مزایای نرم‌افزارهایی مانند میپل را نیز ارائه 
می‌دهد. قابل ذکر است که در مدل‌های پیچیده از ترکیب نرم‌افزارهایی مانند متلب و 
گمز نیز برای حل مسائل استفاده می‌شود. 


بهینه ساری غیر خطی ۴۳۹۳ 


نرم‌افزار میپل توانایی حل اکثر مدل‌های متداول برنامه‌ریزی ریاضی را دارد. مهم 
تشخیص نوع مدل‌ها و استفاده از دستور مناسب برای حل آن‌ها است. به عنوان متال 
دستور 1۳01۷۶ برای حل مدل‌های خطی (همه‌ی توابع هدف و محدودیت‌ها خطی 
باشند)؛ دستور 0۳501۷6 به منظور حل مدل‌های کوادراتیک (درجه دوم) است. که تابع 
یا توابع هدف درجه دوم و محدودیت‌ها خطی هستند. پس به منظور یافتن بهترین و 
مناسب‌ترین راه‌حل, انتخاب صحیح دستورات حل, امری لازم است . 
دستور حل مسائل بهینه‌سازی خطی در میپل مشابه با دستور حل در بهینه‌سازی غیرخطی 
است" : (0066 ,9 ,تافصمی ,زدام)۳5۵۷6 1 


۵-۷ حل مساله های غیر خطی با نرم افزار گمز ۳6۸۷5 

نرم افزار گمز با داشتن بیش از ۲۰ حل کننده تجاری, که هر کدام توانایی خاص دارد" قابلیت حل اکثریت 
مدل‌های برنامه‌ریزی ریاضی را دارد. حل کننده هایی همچون ۳1,7 ,01۳001 برای مسایل خطی 

601 1.1۳120 برای مسایل غیرخطی و 

هم چنین 8(10۳ ,۰1۷11105 برای مسائل بزرگ. 

۳ براي ۱۵۳۱۱۱۸۵۵۲ ۲۱۵0-1۴1696۲ و۳۲۵۵۲۵۴۲5 ۱۱1۵96۲ 00061۲2101 

به دلیل سادگی وانعطاف پذیری در برنامه نویسی از نرم افزار گمز به طور وسیع استفاده میگردد. همچنین 
روشهای حلی همچون آزاد سازی لاگران تجزیه بندرز و برخی دیگر الگوریتمهای ابتکاری برپایه برنامه ریزی 
ریاضی در این نرم افزار قابل پیاده سازی می باشد. قبل از ذکر یک مثال چند واژه و علامت مورد استفاده در گمز 


ذیلاً معرفی می شود: 


۱ ِ ۳ ۳ ۳ 5 4 ‌ 
برای جزئیات بیشتر راجع به حل مسائل غیرخطی با استفاده از نرم‌افزار میپل به لینک زیر مراجعه شود: 
20100/۱۱6 2تصتان 0حطاه و( )رمرقد ۱۵۱۰ ۱۷۲۵۵۱6/۷/ح1عط ۵ مر حرتای /صطمی ,]0 وم مه ۱۵۰/۸۱۱۱۷۱۸ 
برای جزئیات بهینه‌سازی مدل‌های غیرخطی با نرم‌افزار میپل در شرایطی که مدل ماتریسی باشد به 9610 میپل سایت زیر مراجعه شود 
حصرم ۱۱۱۱۳۹۵۱۷۵۱۷۲۵ ماه 2تصتا رصاعم( ۰.260۲ ۱۵۷ ۱۷۲۵۵۱۵/۷ /حامط ات0 حرمرتای تحطم,]0۶ومام‌مصه ۳۱0۰/۱۱۷۱ 
" برای جزفیات لینک: زیر قابل مراجعه است: 
6۵ ۱ 0 )02( 16/۷۱۵۱۷۰28 ۱۵0 ماع 0ج متا تحطمی .ا0وما مه ۵5۰/۱۱۱۷۱۸ 
با تشکر از مهندس میلاد میر نجفی و خانمها مهندس اکبری.مهندس پور فارسی و مهندس ناد علی 


یک ینکن تین مر اضعا قوده 


ادی م۳۱ 9۵۱۷۵۲۵۲ظ۳/ 000۲ .فصصه ۴۱۵ آحم۱0۵ 7 50[ .162ص1/1عظ رصم فمصهع ۰ 6۵۰/۸۷۱۷۷۱۷۸ 


۳۹۴ 


ماه 
82 در گمز 


21 


۱ 6 


12016 


فصل ۷ کار برد نرم افزار در بهینه سازی خطی 


برای تعریف اندیس‌ها از عبارت 5618 استفاده می‌شود. مانند: ۱*۵ 961 
داده ها به سه نوع 502127 0 تعریف می شود: 


بازاترهای ندون آندیس که مقدار تانتشی را نضان هی دهند مانند. ظلاکه به صورت زیر کفرش‌هین 


شود::/۱۰۰۰۰۰/ 6۲حاحصیاط مععتق1 ظ . تقآفع6 


پارامترهای ۱ بعدی: پارامترهایی که تنها یک اندیس دارند مانند 1 610800 که به صورت زیر تعریف 


می شود:08679] وه 10۲ 0صمصصعل زرم فصمصعه . بعاعطه۲۳۸ 


و ا ‏ ا ‏ ۱ 


پارامترهای ۲ بعدی و بالاتر: پارامترهایی که دو اندیس يا بیشتر دارند مانند ([,0)1 هزینه از منبع 1 به 


مقصد [ که به صورت زیر تعریف می شود: 


ژ۵) 1 1۳0 اومی متقاعصهط (رژیله ع201] 


5 - از انواع متغیر در گمز: 


۰ ۳1021۷ 
۷۰ 10108260۳ 
۷۰ ۳0۹۷ 
۷۰ ۱6۵۵0۷۵ 
226 عصو ۱ 
.1۳۳۵۵۷ 
همان‌طور که در 


شفیرفای: + و (: 
متغیرهای صحیح ...,۰:۱,۲,۳ 
متغیرهای پیوسته و مثبت (,۰00) 
متغیرهای پیوسته و منفی (00,۰) 
متغیرهای پیوسته صفر یا مثبت 


متغیرهای پیوسته آزاد در علامت(00,00-) 


مثال‌های ذکر شده نمایش داده شد برای معرفی هر عنصر از به یک کلمه کلیدی متناسب ( ما56 


۰ ,2016 ,تعا0212106) سپس معرفی نماد (... ,([,1 با ب10) ؛ یک توضیح مختصر که ذکر آن اختیاری 


است و درنهایت مقدار آن استفاده می‌شود 


علائم برای نوشتن نمادهای ریاضی در گمز 


نمادریاضی 


نماد در نرم‌افزار گمز 
جر > 
۳ 


< 6 


شرح 


9 


1 
0 


بهینه ساری غیر خطی ۴۹۵ 


مثال ۱۴-۷ ۲ مطلوبست حل مساله زیر با نرم افزار گمز 
+ 11 ۲6( ۸/۰ 
گگ 
وک ۳ 
4 دج + + ۲ 
در 


2 (7 


کد نوم افزار گمز : 
: 7 ۷۵۲1۵016 
26۳ , 26۲ , 2۶۱ ۷۵۲1۵۵165 208۳868201۷6 
صمتلقا0ه 
[00 
00۱ 
۰0۲ 
4 60۲ 
٩+ 26۳ ۶‏ ۱۱326۱ + 2۱*۲ 2۱*۳ حع< ,7 001.۰ 
۰ ۲ ح[- 2۲*۲ + 26۱۲ 20۰۰ 
ِ و حع< 2۳*۲ + 2۲*۲ + 2۱*۲ 00.۰ 
: ۵ حاح 2۳۲ 0۳.۰« 
21۷/ ۳۴۵061 2۵061 
: (۸۵۲۵ظ < طالا عمتاوه 
2 ۷۱2108 ال متفه مرح ۵17۵ 
۱,۲ ِ تالا ۷ 0۳۴[۳/۲]۷۳۲ 
۶ << 20۳۲ ۶ << 2۲ . < 26۱ 
پایان ۹ 


7 5 ۱ خ 4 ۲ جح 2 
با تشکر از مهندس امین فرحبخش دانش اموخته ارشد ورودی ٩۲‏ مهندسی صنایع دانشگاه با هنرکرمان 


۴۹۶ 


مثال ۱۵-۷ یک مثال برنامه ریزی خطی به 


مساله را به این فرم در نظر می گیریم : 


کد گمز : 


" منبع: سایت 2۵10500017 : 


فصل ۷ کار برد نرم افزار در بهینه سازی خطی 


منظور استفاده از سیگما ( ) در نرم افزار که 
 <1‏ 
5 + 2 + 32 < 2 ۸/0۲ 
51 
0 > 4 + 2 + ود 
0 > 2 + 3 
30 > 4 + ود 
0> د 
0 > ند 
0 > ند 


0 2 ولد ود ,2 


۸۵۲ 2 < ۳ 7 


1-1 


3 
۳ 4 ک 6 
آ-< 


(1,2,3) ۷۶ ۰ 100> بد 
20 2 

3200 1۳21 

2 0 3<ه [5 2 3]عه | ۱400< 4 

3200 1 4 0 


961/۱۳۸ : 
21125 )1,[( 
0212106601۲ 00( ۱ ۳ 

۳ 

۵ ۳ 
۳۰۸ ۲۲ ۷۲ (010 ۲مامطه221 
له ماحما 


۱ 
۱ 
۲ ۳ ۰ ۲ 


۰ ۳ 
(01 ۷21120165 
,۲ 2 
مممص 00۵00۷۵ 
عم )صتهتاعطمع 
70 )له افصمع 


ام صمئلجمت۲0 
(6081۱0 


6001۲0( 


بهینه ساری غیر خطی ۴۹۷ 


((*(1)01:601او ععع< 7 001.۰ 
(00 حاح هرا .6000 
۰ ۰ 212 (0 ..(609۲0 


: /211/ محصح‌ط1ع0 مج 820۵061 
2 ۵0122108 1۵ عصلفنا محصحصاع مه 901۷۵ 


لازم به ذکر است در قسمتی که جدول (,20 وارد شده. بایستی دقت شود که 


ستون ها به صورت موازی و مرتب وارد شوند تا نرم افزار هنگام اجرا با خطا مواجه نشود. 
جواب : تابع هدف- ۸۱۶,۶۶۶۷ 


بایان مثال ۱۰۰ < ۶۲ ۳ 2 ۶۲( ۷ 2 > 


۶-۷ پیرامون حل مسایل غیر خطی با الگوریتم های جستجوی ابتکاری و 
فرا ابتکاری 

در خاتمه این بحث مناسب است که ذکر شود در کنار روش‌های کلاسیک بهینه 
سازی ریاضی. روشهایی ابتکاری توسط پژوهشگران ارائه شده است. تعدادی از این 
روش‌هاء مبتنی بر جستجوی تصادفی بوده وبسیاری از آنها ازرفتار طبیعت و خلقت 
الهی الهام گرفته آند . از دلابل استفاده از این روشهای موسوم به ابتکاری وفرا ابتکاری 
پیچیدگی بیش از حد بسیاری از مسائل بهینه‌سازی در مهندسی است که روش‌های 
دقیق مرسوم برنامه‌ریزی ریاضی قادر به ارائه جواب بهینه آنها نمی باشند (بشیری 
دض با نکن سک اه سای ) افسنی. رسای 
ابتکاری وفرا ابتکاری می‌تواند به حل مسائل غیرخطی همراه با محدودیت یا بدون 
محدودیت دارای فضای شدنی محدب وغیرمحدب بپردازد. 

تضمینی نیست که جواب به دست آمده بهینه باشد ولی با انتخاب پارامترهای 

مناسب برای الگوریتم و تجربه کافی می‌توان جوابی خوب (نسبتاً دقیق و نزدیک به 
بهینه) در زمانی محدود برای یک مساله به دست آورد. ذیلا به عنوان نمونه چند 
پژوهش ازمیان چندین تحقیق که درآن از الگوریتم‌های جستجوی ابتکاری و فراابتکاری 
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